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数学 哲学 的 历史 发 展 


什么 是 数学 哲学 ? 通常 的 回答 是 : 这 是 对 
数学 的 哲学 分 析 。 这 一 回答 并 没有 什么 错误 。 
但 是 ， 只 须 稍 作 推荐 ， 就 可 发 现 这 又 是 一 种 近 
似 于 “ 同 义 反 覆 ” 的 回答 ， 即 并 没有 为 人 们 提供 
多 少 有 用 的 信息 。 例 如 ， 扶 照 同样 的 方式 ， 我 
们 也 可 以 说 ,科学 哲学 是 对 科学 的 哲学 分 析 ， 物 
理 哲 学 是 对 物理 学 的 匠 学 分 析 ， 逻 辑 哲 学 是 对 
逻辑 学 的 哲学 分 析 …… 但 是 ， 除 去 分 析 对 象 的 
不 同 以 外 (这 是 不 言 自明 的 )， 这 些 解答 又 能 说 
明 什 么 问题 呢 ! 在 大 多 数 的 情况 下 ， 这 种 机 械 
的 、 千 篇 一 律 的 回答 事实 上 只 能 引起 误解 及 错 
误 的 认识 。 

当然 ， 要 想 用 简单 的 一 句 话 对 一 门 学 科 进 
行 概括 是 十 分 困难 的 。 事 实 上 ， 这 里 所 涉及 的 / 
是 这 样 一 个 问题 : 怎样 才能 较 好 地 刻画 出 一 门 
学 科 的 基本 面 鲍 ? 不 知道 是 谁 最 先 提出 了 应 当 
从 问题 (及 问题 境况 ) 着 手 来 理解 科学 理论 的 思 
想 ， 但 波 普 尔 (K.Pwpper) 在 这 一 问题 上 的 精 
辟 论 述 确实 给 我 留 下 了 深刻 印象 : 每 门 学 科 都 
有 自己 的 特殊 问题 ， 而 又 正 是 通过 问题 的 解决 
或 转换 ， 这 一 学 科 才 获得 了 自己 的 历史 发 展 。 
下 面 就 技 照 这 样 的 思路 来 对 什么 是 数学 哲学 的 


问题 作出 进一步 的 分 析 。 

一 、 自 古 希 腊 时 代 至 19 世 纪 初 ， 数 学 哲学 主要 作为 一 般 哲 学 
的 一 个 组 成 部 分 得 到 了 自己 的 早期 发 展 。 具 体 地 说 ， 由 于 数学 的 
特殊 性 (数学 对 象 ， 如 1、2、3 等 ， 都 是 所 谓 的 “ 共 相 ")， 数 学 对 象 
的 实在 性 问题 早 在 古 着 腊 时 代 就 已 引起 了 哲学 家 们 的 关注 。 对 于 
这 一 问题 的 分 析 , 事 实 上 构成 了 有 关 哲 学 思想 的 重要 组 成 部 分 。 例 
如 ， 一 些 学 者 指出 ， 柏 拉 图 就 是 通过 几何 对 象 (例如 ， 圆 ) 的 分 析 
引出 了 理念 论 的 思想 ， 而 这 一 理论 反 过 来 又 为 数学 对 象 的 本 体 论 
问题 提供 了 具体 的 解答 :数学 对 象 是 所 谓 的 “理念 世界 中 的 存在 ， 
也 即 是 一 种 不 依赖 于 人 类 思维 的 独立 存在 。 另 外 ,在 亚 里 士 多 德 那 
里 ， 数 学 对 象 的 实在 性 问题 则 构成 了 所 谓 的 “分 离 问题 的 一 个 部 
分 ， 亚 里 士 多 德 并 明确 提出 了 这 样 的 思想 : 数学 对 象 只 是 一 种 抽 
象 的 可 能 性 ， 即 只 是 由 于 数学 家 的 抽象 思维 才 实 现 了 由 “潜在 "向 
“实在 ”的 转化 。 

中 世纪 以 后 ， 随 着 宗教 神学 与 经 院 哲 学 的 期 渍 ， 人 们 对 先前 
遗留 下 来 的 一 切 文 化 和 思想 采取 了 普遍 怀 乡 的 态度 。 然 而 ， 孝 学 
的 真理 性 却 似 乎 是 唯一 的 例外 ,以 致 数学 就 被 认为 是 “沼泽 地 里 的 
一 其 稳妥 的 立足 点 >?。 但 是 ,数学 为 什么 可 能 具有 这 种 无 可 怀疑 的 
突 理 性 呢 ? 从 而 ， 数 学 的 真理 性 问题 也 就 自然 成 了 近代 哲学 研究 
的 一 个 重要 课题 。 例 如 ， 休 并 为 此 提出 了 两 类 知识 的 区 分 ， 康德 
则 认为 数学 命题 是 所 谓 的 “先天 综合 判断 ”。 

综 上 可 见 ， 早 期 的 数学 哲学 研究 就 是 围绕 教学 对 象 的 实在 性 
及 数学 的 真理 性 这 样 两 个 问题 展开 的 。 

二 、 从 19 世 纪 中 期 开始 ， 教 学 哲学 逐渐 进入 了 一 个 以 数学 基 
础 研究 为 中 心 的 新 的 历史 时 期 。 数 学 基础 研究 是 围绕 这 样 一 个 问 
题 展 开 的 : 如何 为 数学 黄 定 一 个 可 靠 的 基础 ， 并 借助 可 车 的 方法 
志 开 展 出 全 部 (或 大 部 分 ) 数 学 ,从 而 彻底 解决 数学 的 可 车 性 问题 。 
数学 基础 研究 的 开展 是 有 其 历史 必然 性 的 。 对 此 可 以 从 正 反 两 个 
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方面 进行 说 明 。 首 先 ,* 理 论 的 数量 上 的 增长 必然 引起 更 好 的 论证 
理论 ， 仗 理论 系统 化 ， 批 判 地 审查 理论 的 基础 等 这 样 一 些 任 务 。? 
( 信 . 孢 。 亚 历 山大 洛 夫 等 : 《数学 一 一 它 的 内 容 \ 方 法 和 意义 》 科 学 出 版 社 ， 
1984 年 ,第 51 页 . ) 具 体 地 说 ,作为 微 积分 理论 深入 发 展 的 必然 一 步 ;19 
世纪 的 数学 家 们 积极 从 事 了 为 这 一 理论 英 定 严格 逻辑 基础 的 工作 
(这 就 是 数学 史上 所 谓 的 “批判 运动 >) 。 这 一 运动 的 直接 结果 是 “分 
析 的 算术 化 ”， 即 建立 了 严格 的 实数 理论 和 极限 理论 ,而 后 者 则 又 
为 进一步 的 研究 提供 了 直接 的 动力 。 例 如 ,作为 已 有 工作 的 评价 ， 
人 们 自然 会 想到 这 样 的 问题 :分 析 是 否 真 正 算术 化 了 ( 即 其 中 是 否 
还 用 到 了 其 它 的 概念 和 方法 )? 我 们 又 应 当 怎 样 来 看 待 这 种 工作 的 
意义 ? 特别 是 ， 算 术 理 论 (更 准确 地 说 ， 是 自然 数理 论 ) 能 否 看 威 
是 微 积分 理论 乃至 整个 数学 的 可 靠 基础 ? 这 样 ， 一 般 意义 上 的 数 
学 基础 研究 就 作为 理论 增长 的 一 个 必然 结果 得 到 了 发 展 。 其 次 ,从 
历史 的 角度 看 ， 数 学 基础 研究 又 是 与 所 谓 的 数学 基础 危机 直接 相 
联系 的 。 这 里 所 说 的 数学 基础 危机 首先 是 指 关 于 无 穷 小 量 的 性 论 
在 数学 家 中 引起 的 困惑 和 不 安 ! 其 后 ,集合 论 收 论 (特别 是 著名 的 
罗素 悖 论 ) 的 发 现 则 又 造成 了 更 大 的 混乱 ， 由 于 数学 的 现代 研究 
已 经 清楚 地 表明 了 集合 的 概念 和 方法 在 数学 中 所 占据 的 重要 地 
位 一 一 集合 的 概念 和 方法 不 仅 渗透 于 几乎 所 有 的 数学 分 支 之 中 ， 
而 且 ， 在 由 自然 数理 论 出 发 寺 开 展 其 它 数学 理论 时 ， 我 们 事实 上 
也 用 到 了 集合 的 概念 和 方法 一 一 因此 ， 集 合 论 悖 论 的 发 现 就 对 整 
个 数学 的 可 靠 性 构成 了 极 大 的 威胁 。 显 然 ， 这 也 就 从 反面 更 为 清 
楚 地 表明 了 深入 开展 基础 研究 的 必要 性 和 紧迫 性 。 

由 于 哲学 观点 的 分 歧 ， 数 学 家 们 在 基础 研究 中 采取 了 不 同 的 
基本 立场 ， 其 中 主要 有 以 弗 雷 格 (G .Frege) 、 罗 素 (了 .Russell) 为 
代表 的 逻辑 主义 ， 以 布 劳 维 尔 ( 工 .也 .J.Brouwer) 为 代表 的 直觉 主 
义 以 及 以 希 尔 伯 特 (如 .Hilbert) 为 代表 的 形式 主义 。 由 于 这 些 学 派 
对 数学 基础 万 至 一 般 的 教学 哲学 问题 都 持 有 不 同 的 观点 ， 并 在 相 


互 之 间 进 行 了 激烈 的 批评 和 争论 。 从 而 ， 随 着 基础 研究 的 深入 , 数 
学 哲学 的 研究 在 本 世纪 交替 之 际 及 以 后 的 一 段 时 期 内 ， 就 出 现 了 
一 个 “百花 齐 放 、 百 家 争鸣 ?的 欣欣 向 荣 的 局 面 。 这 就 如 同和 鲁 滨 孙 
(A.Robinson) 所 说 “就 数学 哲学 的 研究 而 言 ,1890 到 1940 年 之 问 
的 这 50 年 是 一 个 黄金 时 代 。”(kFormalism 64», 载 “Logic, Methodology 
and Philosophy of Science», ed. by Bar-Hillel, North-Holland Pub. Co., 
1964 年 ， 第 228 页 .) 这 一 黄金 时 代 也 就 是 数学 哲学 以 基础 研究 为 中 心 
的 历史 时 期 。 

三 、 作 为 其 数学 哲学 思想 的 具体 体现 ， 逻 辑 主义 等 学 派 提出 
了 各 自 的 基础 研究 规划 ， 并 为 具体 地 实现 这 些 规划 进行 了 深入 的 
研究 。 但 是 ,尽管 他 们 都 作出 了 巨大 的 努力 ,所 有 这 些 学 派 的 研究 
规划 都 没有 能 够 得 到 实现 。 这 样 , 在 经 历 了 上 述 的 黄金 时 代 以 后 ， 
数学 哲学 的 研究 就 出 现 了 一 个 停滞 的 阶段 。 例 如 ， 卡 尔 马 ( 工 . 开 - 
almar) 就 曾 这 样 写 道 : “在 经 历 了 本 世纪 上 半 叶 的 繁荣 以 后 …… 
数学 基础 现在 看 来 进入 了 一 个 翡 观 的 、 停 滞 的 阶段 。 (Foundatio- 
ns of Mathematics—Whither now?», 载 《Problems in the Philosophy of 
Mathematics», ed. by Imre Lakatos, Horth-Holland Pub. Co., 1967 年 ， 
第 192 页 .) 

然而 ， 只 要 数学 本 身 仍然 处 于 苗 壮 的 发 展 之 中 ， 关 于 数学 的 
哲学 分 析 就 不 可 能 完全 停顿 下 来 ! 另外 。 某 个 研究 方向 上 的 连续 
失败 则 又 必然 会 引起 新 的 思考 。 从 而 也 就 包含 了 导致 新 的 重要 发 
展 的 巨大 可 能 性 。 笔 者 认为 ， 数 学 哲学 现在 正经 历 着 由 数学 基础 
为 中 心 的 时 期 向 新 的 时 期 的 重要 转变 。 

尽管 尚未 见 到 太阳 ， 但 曙光 已 经 预告 了 它 的 到 来 尽管 由 芒 
提 到 成 年 还 会 有 一 些 重要 的 变化 ， 但 新 的 发 展 毕 竞 又 是 以 其 锥 型 
为 现实 基础 的 。 通 过 对 这 一 领域 内 的 有 关 发 展 作 综 合 的 分 析 以 使 
读者 对 数学 哲学 的 现代 演变 在 整体 上 有 一 个 清楚 的 认识 ， 这 就 是 
本 书 的 主要 目的 。 
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笔者 在 先前 曾 与 夏 基 松 教授 与 林 曾 同志 合作 先后 完成 了 《 西 
方 数学 哲学 >( 人 民 出 版 社 ，1986 年 ) 与 4 数学、 逻辑 与 哲学 》( 湖 北 
人 民 出 版 社 ，1987 年 ) 等 两 部 著作 ,其 中 主要 对 数学 基础 研究 进行 
了 介绍 和 分 析 。 自 1987 年 8 月 至 1988 年 8 月 ， 笔 者 对 英国 进行 了 
为 期 一 年 的 学 术 访问 ， 拉 卡 托 斯 (Imre Lakatos) 生前 工作 过 的 伦 
炒 经 济 政治 学 院 哲 学 、 逻 辑 和 科学 方法 系 为 我 提供 了 良好 的 工作 
环境 ， 广 泛 的 学 术 交流 则 更 使 我 获得 了 新 的 学 习 机 会 ， 一 些 多 年 
来 一 直 缠 绕 心间 的 基本 问题 似乎 终于 获得 了 较为 满意 的 解答 。 十 
分 幸运 的 是 ， 在 建立 一 种 新 的 数学 哲学 理论 方面 ， 我 一 直 得 到 了 
我 的 导师 徐 利 治 教授 的 直接 指导 和 帮助 。 事 实 上 ， 其 中 的 一 些 基 
本 思想 就 是 属于 徐 利 治 教授 的 。 我 们 认为 ， 在 数学 哲学 的 现代 发 
展 中 ， 中 国学 者 是 应 当 作出 自己 的 贡献 的 。 本 书 中 所 提出 的 模式 
观 的 数学 哲学 理论 (第 4 章 一 这 是 由 徐 利 治 教授 与 笔者 合作 完 
成 的 ) 即 是 这 一 方向 上 的 一 个 努力 。 

最 后 ， 笔 者 愿意 再 次 引用 波 普尔 的 又 一 重要 思想 来 结束 引言 
部 分 的 论述 。 波 普尔 向 年 青 的 科学 工作 者 提出 了 如 下 的 建议 ， 应 
当 了 解 现时 的 问题 境况 。 这 也 就 是 说 ,应 当 “ 设 法 去 了 解 人 们 现在 
在 科学 上 讨论 些 什 么 。 找 出 困难 所 在 ,把 兴趣 放 在 不 一 致 的 地 方 。” 
(《 猜 想 与 反驳 》， 上 海 译文 出 版 社 ，1986 年 ， 第 182 页 . ) 笔者 诚 休 地 希望 
读者 也 能 通过 阅读 本 书 了 解 到 在 数学 哲学 领域 中 人 们 现在 在 讨论 
哪些 问题 ,出 现 了 什么 样 的 新 思想 ,又 存在 着 怎样 的 困难 …… 如 果 
年 青 的 朋友 们 能 因此 而 引起 兴趣 并 获得 一 定 的 启示 、 笔 者 更 将 感 
到 极 大 的 欣慰 ， 因 为 ,数学 哲学 的 发 展 是 需要 更 多 的 年 青 力量 的 。 


郑 钞 信 
1989 年 7 月 于 南京 大 学 


第 1 章 


一 个 时 代 的 终结 


1.1 数学 需要 基础 吗 ? 


数学 哲学 的 现代 发 展 是 相对 于 以 数学 基础 
研究 为 中 心 的 时 代 而 言 的 。 自 1890 年 到 1940 
年 的 这 50 年 的 确 可 以 说 是 数学 哲学 研究 的 一 个 
黄金 时 代 。 弗 雷 格 、 罗 素 、 布 劳 维 尔 及 希 尔 伯 
特等 人 围绕 数学 基础 问题 进行 了 系统 和 深入 的 
研究 ， 并 发 展 起 了 风 辑 主义 、 直 觉 主义 和 形式 
主义 等 具有 广泛 和 深远 影响 的 数学 哲学 观 ， 从 
而 为 数学 哲学 的 研究 开辟 了 一 个 和 革新 的 时 代 。 
正 因为 这 是 一 个 以 基础 研究 为 中 心 的 时 代 ， 在 
数学 哲学 领域 中 就 曾 出 现 过 以 下 的 特殊 现象 
〈 相 对 于 其 它 的 哲学 研究 而 言 ) : 有 不 少数 学 哲 
学 的 著作 即 是 以 数学 基础 为 名 的 。 如 弗 雷 格 的 
《算术 基础 >》 维特 根 斯 坦 (L .Wittgenstein) 的 
《关于 数学 基础 的 评论 》, 怀 尔 德 (R.Wilder) 的 
《数学 基础 导论 》, 尼 本 (G .K neebone) 的 《数理 逻 
辑 与 数学 基础 等 。 另 外 ,如 果 随 意 地 打开 一 本 
数学 哲学 的 著作 ， 只 要 它 是 在 这 一 时 代 或 是 在 
稍 后 的 年 代 中 完成 的 ， 我 们 也 一 定 可 以 发 现 基 


础 问题 或 关于 逻辑 主义 等 学 派 的 讨论 在 该 书 中 占有 主要 的 地 位 。 
然而 , “这 一 黄金 时 代 现在 已 经 过 去 了 ”。 而 作为 这 一 时 代 已 经 终结 
的 首要 标志 就 是 关于 基础 研究 在 总 体 上 的 反思 ,例如 ,这 种 反思 即 
是 以 下 的 一 系列 论文 的 主要 论题 : 拉 卡 托 斯 的 《无 穷 回归 与 数学 基 
础 》, 卡 尔 马 的 《数学 的 基础 一 一 今 在 何方 ?》, 普 特 南 (H.Putnam) 
的 《没有 基础 的 数学 》， 斯 莱 尼 斯 (ESlinis) 的 《数学 需要 基础 
吗 ?》, 沙 克 尔 (S*Shanker) 的 《数学 基础 的 基础 > 等 。 

对 于 数学 基础 研究 的 反思 首先 是 对 于 “基础 研究 ”这 一 基本 概 
念 的 漆 清 。 在 此 人 们 普遍 表达 了 这样 的 思想 ， 即 认为 应 当 注意 区 
分 有 关 的 技术 性 研究 和 哲学 性 分 析 。 例 如 ， 斯 菜 尼斯 在 论 文 4 数 
学 需要 基础 吗 ? 》 中 就 曾 明确 指出 :我 极力 主张 有 必要 区 分 数学 
基础 的 两 种 不 同 含义 : (1) 数学 的 内 在 基础 ，(2) 数学 的 认识 论 
基础 。? 具 体 地 说 , “一 方面 ,存在 着 可 以 称 为 数学 的 内 在 基础 的 东 
西 。 它 们 是 由 数学 上 无 可 怀疑 的 较 小 的 初始 命题 集合 所 组 成 的， 
可 以 认为 至 少数 学 的 主要 和 核心 部 分 是 建立 在 这 些 无 可 怀疑 的 命 
题 之 上 的 ; 另 一 方面 ， 似 乎 存在 这 样 的 问题 ， 即 什么 东西 保证 数 
学 上 无 可 怀疑 的 初始 命题 集 的 可 接受 性 ， 或 者 什么 是 接受 这 种 原 
始 集 的 理性 基础 ， 这 个 问题 我 们 可 以 叫做 数学 的 认识 论 基 础 的 问 
题 。”(《 自 然 科学 哲学 问题 从 刊 》,1984 年 ,第 一 期 ,第 16、14 页 ) 另外 ， 维 特 
根 斯 坦 也 曾 对 “数学 基础 的 两 种 不 同意 义 作 过 如 下 的 说 明 :“ 当 一 
个 人 在 谈 及 数学 基础 时 ， 他 可 能 是 指 两 件 不 同 的 事情 。 他 所 指 的 
可 能 即 是 像 说 代数 是 微 积分 的 基础 那样 的 意义 ， 为 了 学 习 微 积分 
我 们 应 当 首 先 学 习 代 数 。 在 这 样 的 意义 上 ， 数 学 就 像 是 一 幢 建 筑 
物 ， 而 所 说 意义 上 的 微 积分 …… 则 是 它 的 一 部 分 ， 它 的 最 底层 就 
是 我 们 所 藉以 开始 的 地 方 。 借 助 于 基础 人 们 也 可 以 指 那 种 对 某 些 
成 问题 的 东西 加 以 支撑 的 方法 。 如 果 通 常 的 数学 有 问题 的 话 ， 它 
的 基础 就 应 是 没有 问题 的 …… ” (Wittgenstein， 工 : «Wittgenstei~ 
n’s Lectures, Cambridge 1932-1935>, ed. by A. Ambrose, Oxford; Ba~ 
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sil Blackwell，1979 年 ,第 121-222 页 .) 显然 ， 基于 目标 的 不 同 , 我们 
在 此 也 可 谈 及 两 种 不 同性 质 的 基础 研究 ， 一 种 是 纯 数学 性 的 研 
究 ， 即 如 何以 一 种 数学 理论 为 基础 去 开展 出 另 一 种 理论 ; 另 一 则 
是 哲学 性 的 思考 、 即 是 希望 能 对 数学 的 认识 论 基础 问题 作出 明确 
的 解答 。 

”这 是 一 个 历史 的 事实 : 在 以 往 的 数学 基础 研究 中 ， 数 学 性 的 
研究 与 哲学 性 的 分 析 往 往 是 互相 依赖 密切 相关 的 。 例 如 , 沙 克 尔 
在 《数学 基础 的 基础 》 一 文中 就 曾 对 那 种 认为 可 以 把 “分 析 的 严格 
化 ?说 成 纯 数学 研究 的 观点 进行 了 批评 。 另 外 ,就 基础 研究 的 时 代 
而 言 ， 关 于 数学 基础 的 数学 性 研究 与 哲学 性 分 析 的 紧密 结合 则 更 
是 这 一 时 代 的 最 主要 特点 之 一 。 这 也 就 如 同 作者 在 《西方 数学 哲 
学 》 一 书 中 所 指出 的 :“ 关 于 数学 基础 的 数学 性 研究 和 哲学 性 分 析 
是 互相 依赖 、 互 相 活 透 的 。 例 如 ,主要 就 是 由 于 数学 性 的 基础 研究 
工作 的 深入 ,特别 是 19 世 纪 的 “分 析 严 格 化 运动 , 才 促 进 了 现代 关 
于 数学 基础 的 哲学 性 分 析 ,以 致 形成 了 逻辑 主义 、 直 党 主义 和 希 尔 
伯 特 的 形式 主义 等 学 派 ! 反 之 ,这 些 学 派 在 基础 问题 上 的 具体 研究 
规划 则 是 他 们 在 基础 问题 上 的 哲学 思想 的 具 体 表现 。”( 第 39 页 ) 具 
体 地 说 ， 由 于 认为 数学 实质 上 只 是 逻辑 的 一 个 部 分 ,因此 ,在 逻辑 
主义 看 来 我们 就 可 以 逻辑 为 基础 去 开展 出 全 部 数学 ,从 而 也 就 有 
如 下 的 具体 研究 规划 ， 第 一 ,由 逻辑 概念 出 发 ,通过 明确 的 定义 去 
引出 全 部 (或 大 部 分 ) 数 学 概念 ， 第 二 ， 由 逻辑 的 法 则 (及 有 关 的 
定义 ) 出 发 ， 经 由 纯粹 的 逻辑 演绎 去 推出 全 部 〈 或 主要 的 ) 数学 
命题 。 另 外 ， 直 党 主义 者 通过 “可 信 性 ”问题 的 思考 提出 了 数学 
的 “构造 性 "观点 ， 即 认为 只 有 直觉 上 可 构造 的 数学 命题 才 是 可 
靠 的 。 直 党 主义 者 并 以 此 为 准则 积极 从 事 了 发 展 新 的 可 靠 的 数学 
《 即 所 谓 的 直 党 主义 数学 ) 以 取代 已 有 的 、 不 那么 可 靠 的 数学 〈 即 
古典 数学 ) 的 工作 。 这 就 是 直 党 主义 的 基础 研究 规划 。 最 后 , 由 于 
认为 真正 的 可 靠 性 只 限于 有 限 的 范围 ， 面 无 女 则 只 具有 方法 论 的 


意义 ， 因 此 ， 希 尔 伯 特 在 数学 基础 研究 中 就 采取 了 “ 方 法 论 的 实 
无 限 论 者 ?的 立场 。 希 尔 伯 特 并 因此 而 提出 了 著名 的 希 尔 伯 特 规 
划 , 即 认为 应 当 把 包含 有 非 有 限 成 分 的 数学 理论 组 织 成 形式 系统 ， 
并 用 有 限 的 方法 证 明 这 种 系统 的 相 容 性 。 显 然 ， 这 一 规划 也 就 是 
其 哲学 思想 的 具体 体现 。 

尽管 就 已 有 的 工作 而 言 ， 关 于 数学 基础 的 数学 性 研究 与 哲学 
性 分 析 是 密切 相 联系 的 ， 但 是 ， 在 这 两 者 之 间 毕 竞 又 存在 着 重要 
的 区 别 。 也 正 因为 此 ， 一 些 学 者 明确 提出 了 数学 不 需要 认识 论 基 
础 的 观点 (与 此 相反 ， 他 们 对 关于 数学 基础 的 数学 性 研究 则 往 往 
采取 肯定 的 态度 ) 。 例 如 ， 斯 莱 尼 斯 就 曾 强调 指出 :我 所 要 提 
倡 的 主要 论点 是 :对 数学 的 认识 论 基础 的 关注 是 完全 没有 根据 的 。 
是 什么 东西 保证 数学 作为 一 个 整体 的 可 接受 性 ， 或 者 数学 作为 一 
个 整体 ， 其 合理 基础 是 什么 ， 这 些 问题 都 建立 在 误解 之 上 。 换 句 
话说 ， 我 认为 数学 不 需要 认识 论 基础 "(同上 ,第 16 页 .) 另 外 ， 普 
特 南 在 《没有 基础 的 数学 》 中 也 曾 明确 提出 “我 并 不 认为 数学 是 仿 
糊 不 清 的 ， 我 也 不 认为 数学 在 其 基础 中 有 任何 危机 ， 事 实 上 ， 我 
根本 不 相信 数学 具有 或 需要 什么 “基础? 。” 又 “我 认为 哲 学 在 古典 
数学 中 发 现 的 困难 并 不 是 真正 的 困难 ， 我 并 认为 : 所 已 提出 的 关 
于 数学 的 哲学 解释 都 是 错误 的 。 这 种 哲学 解释 正 是 数学 所 不 需要 
的 东西 。”(«Mathematics without Foundations>， 载 AMathematics，Mat- 
ter and Method>，Cambridge Univer. Press，1979 年 , 第 43-45 页 .) 

一 般 地 说 ， 关 于 数学 不 需要 认识 论 基础 的 论题 主要 建立 在 以 
下 的 论据 之 上 ， 数学 中 并 不 存在 所 谓 的 基础 危机 ， 又 由 于 基础 研 
究 常 常 被 认为 就 是 为 了 解决 所 说 的 基础 危机 ， 因 此 ， 在 持 有 上 述 
观点 的 人 看 来 ， 我 们 就 根本 不 需要 所 说 意义 上 的 数学 基础 研 究 ， 
也 即 根本 不 需要 数学 的 认识 论 基础 。 

从 历史 上 看 ， 导 致 数 学 基础 危机 ?这 一 说 法 的 原因 是 多 方面 
的 。 普 特 南 等 人 对 此 分 别 进行 了 分 析 。 


第 一 ， 非 殉 几 何 的 建立 是 否 意味 着 “数学 真理 性 的 丧 失 ”? 例 
如 ， 克 莱 因 (M .Kline) 就 曾 写 道 : “这样 多 的 至 少 是 部 分 地 互相 矛 
盾 的 几何 学 居然 都 能 用 来 描述 物理 空间 ， 我 们 真 不 知道 ， 对 于 物 
理 空间 来 说 ， 究 竞 哪 一 种 是 真实 的 了 。”“ 数 学 自命 为 真 理 的 态度 
已 经 是 必须 抛 弃 的 了 。?(《k 数 学 的 基础 》 载 《自然 杂志 》，1979 年 ， 第 4.5 
期 ,第 229.305 页 。) 针 对 这 种 斐 观 主义 的 论调 ， 普 特 南 指出 , 非 欧 几 
何 的 建立 事实 上 只 是 表明 了 “自明 性 ”并 不 能 被 看 成 相应 结论 绝 
对 真理 性 的 保证 。 从 而 ， 我 们 所 应 抛弃 的 就 只 是 关于 数学 具有 绝 
对 的 先天 真理 性 的 观点 ， 而 不 能 因此 而 否定 数学 的 真理 性 。 

第 二 。 集 合 论 悖 论 的 发 现 是 否 证 明了 已 有 数学 理论 的 不 可 靠 
性 ? 例如 ， 和 希 尔 伯 特 就 曾 写 道 : “必须 承 认 ， 在 这 些 悖 论 面前 ， 我 
们 目前 所 处 的 情况 是 不 能 长 期 忍受 下 去 的 。 人 们 试想 :在 数学 这 个 
号 称 可 靠 性 和 真理 性 的 模范 里 ， 每 一 个 人 所 学 的 、 教 的 和 应 用 的 
那些 概念 结构 和 推理 方法 竞 会 导致 不 合理 的 结果 。 如 果 甚 至 于 数 
学 思考 也 失灵 的 话 ， 那 么 应 该 到 哪里 去 寻找 可 靠 性 和 真理 性 呢 ?” 
(«On the Infinite», 载 《(Philosophy of Mathematics, Selected Readin- 
gs», ed. by P. Benacerraf and H. Putnam, Prentice- Hall, Inc., 1964 
年 ， 第 141 页 .) 应 当 承 认 ， 集 合 论 悖 论 的 发 现在 最 初 一 段 时 间 的 确 
使 数学 家 们 感到 极 大 的 震惊 。 但 是 ,进一步 的 研究 却 已 表明 ，“ 数 
学 活动 的 真正 领域 ， 无 论 是 分 析 或 几何 ， 都 没有 直接 受到 丑 论 的 
影响 ， 它 们 只 是 出 现 于 那些 特别 一 般 的 领域 ， 而 这 远 远 超出 了 实 
际 使 用 这 些 学 科 的 概念 的 领域 。” (A.A，Fracnkel & Y. Bar-Hillel: 
xFoundations of Set Theory», North-Holland，1958 年 , 第 4 页 .) 从 而 。 所 
亩 的 “基础 危机 ?就 只 是 一 个 历史 的 现象 而 实际 上 早已 不 复 存在 ; 
与 此 相反 。 普 遍 为 人 们 所 接受 的 却 是 关于 数学 、 至 少 是 其 初等 部 
分 的 坚强 信念 ,例如 ,斯 坦 纳 (M.Steiner)、 莱 曼 ( 耳 .Lehman) 及 克 
切 尔 (P.Kitcher) 等 人 都 曾 强 调 指出 ,这 是 数学 哲学 研究 的 一 个 明 
显 和 无 可 辩 驶 的 出 发 点 ， 人 们 具有 一 定 的 数学 知识 ， 这 些 知 识 是 
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可 靠 的 ， 也 即 是 已 经 获得 了 证 实 的 真理 。 另 外 ， 斯 莱 尼 斯 则 更 因 
此 而 直接 引出 了 数学 不 需要 认识 论 基础 的 结论 。 他 写 道 ; “这 里 不 
存在 那 种 可 以 引起 对 数学 或 至 少 是 其 初等 部 分 的 怀疑 的 必要 的 东 
西 。 因 此 ， 把 数学 置 于 一 个 坚实 的 认识 论 基础 上 这 种 说 法 是 无 意 
义 的 。 有 什么 断言 、 什 么 基础 能 比 初等 数学 本 身 的 断言 更 加 可 靠 
呢 ?”(《 数 学 需要 基础 吗 ? 》 同 前 ,第 18 页 .) 

第 三 ， 在 如 何 解决 眉 论 的 问题 上 缺乏 统一 的 意见 是 否 就 意味 
着 数学 的 研究 不 再 具有 统一 的 基础 ?这 就 如 同 弗兰克 尔 (A.A.Frace- 
nkcl) 和 巴 - 希 勒 尔 (Y.Bar-Hillel) 所 说 ,“ 促 使 我 们 谈 及 第 三 次 基 
础 危机 的 ， 远 远 不 只 是 悖 论 在 集合 论 基 础 ， 从 而 也 就 是 在 分 析 中 
的 出 现 ， 而 主要 是 由 于 以 下 的 事实 : 在 克服 导论 的 各 种 尝试 中 ， 
揭示 了 许多 在 最 基本 数学 概念 上 的 深刻 和 令 人 吃惊 的 观念 和 意见 
的 分 歧 。"(kFoundations of setTheory》, 第 15 页 .) 但 是 ,普遍 的 看 法 是 ， 
现行 的 公理 化 集合 理论 ， 如 ZF 系 统 和 BG 系 统 ,已 经 为 数学 的 研究 
提供 了 一 个 合适 的 基础 ， 这 些 理论 的 基本 原则 是 为 数学 家 们 所 几 
平一 致 地 接受 的 ,而 且 ， 所 有 已 知 的 眉 论 在 其 中 都 已 得 到 了 排除 ， 
同时 在 理论 中 至 今 也 并 没有 发 现 新 的 悖 论 。 

第 四 ， 数 学 中 局 限 性 定理 及 不 可 判定 命题 的 存在 是 否 表明 了 
数学 研究 缺乏 合理 性 ? 例如 ， 严 格 意义 上 的 相 容 性 证 明 的 不 可 能 
性 是 否 就 意味 着 我 们 只 能 永远 生活 在 收 论 的 阴影 之 中 ， 又 如 ， 连 
续 统 假设 相对 于 现行 集合 论 公 理 系统 不 可 判定 性 的 证 明 是 否 就 意 
味 着 数学 中 对 于 真理 性 概念 的 使 用 缺乏 合理 的 依据 。 针 对 前 一 个 
问题 ， 普 特 南 提出 ， 我 们 不 必 因 缺少 关于 古典 数学 相 容 性 的 证 明 
而 感到 不 安 ， 因 为 ， 即 使 存在 有 这 样 的 证 明 ， 这 也 只 是 数学 内 部 
的 一 个 发 展 而 并 非 数学 的 一 个 基础 , 融 们 不 私 可 以 对 这 一 证 震中 
所 用 到 的 数学 分 支 提 出 哲学 性 的 问题 > 而 鞋 ， 胡 任何 情 癌 王 各 学 
所 要 求 数学 的 都 要 比 单纯 的 相 容 性 希 加 多 。: 小 地 说 ， 这 也 霹 是 
指 我 们 不 应 赋予 相 容 性 特别 重要 的 凡 及 六 员外 ; 克 蜡 (时 .B,Chirr- 


y) 在 自己 的 著作 中 也 曾 明确 指出 : “古典 数学 的 可 接受 性 是 一 个 经 
验 的 事实 ”， 又 “我 认为 ， 相 容 性 的 证 明 对 于 可 接受 性 来 说 既 不 是 
必要 的 ， 也 不 是 充分 的 。 其 并 非 充分 的 是 显而易见 的 。 至 于 就 必 
要 性 而 言 ， 在 没有 发 现 不 相 容 的 情况 下 ， 相 容 性 的 证 明 尽管 增加 
了 我 们 关于 这 一 系统 的 知识 ,但 却 没 有 改变 它 的 可 应 用 性 ;另外 ， 
即使 发 现 了 不 相 容 的 情况 ， 这 也 并 不 意味 着 应 当 完 全 放弃 这 一 系 
统 ， 而 只 是 意味 着 修正 和 改进 。 这 也 就 是 数学 史上 所 实际 发 生 的 
事情 。 例 如 ， 我 们 知道 18 世 纪 的 数学 是 不 相 容 的 ， 但 我 们 并 没有 
完全 放弃 18 世 纪 数 学 的 结果 。” («Outlines of a Formalist Philosophy 
of Mathematics», North-Holland， ”1951 年 ， 第 61-62 页 .) 此 外 ， 维 特 根 
斯 坦 则 更 表达 了 这 样 的 意见 :“ 矛 盾 为 什么 被 看 成 是 鬼怪 ? 这 的 确 
是 值得 考虑 的 。”“ 我 相信 ， 只 要 稍 具 想 象 力 ， 就 可 以 抛弃 这 种 立 
场 。"(4Remarks on the Foundations of Mathematics», Oxford: Blackwell, 
1956 年 , 第 130、170 页 ) ”显然 ， 这 就 从 根本 上 取消 了 相 容 性 证 
明 的 意义 。 其 次 ， 就 不 可 判定 命题 的 存在 性 而 言 , 普 特 南 指出 ,这 
种 命题 并 非 只 存在 于 数学 之 中 ， 从 而 ， 我 们 并 不 能 判定 其 真 值 这 
一 事实 就 并 不 足以 证 明 这 些 命题 本 身 并 不 具有 确定 的 真 值 。 另 
外 ， 斯 菜 尼 斯 则 更 认为 数学 的 合理 性 只 能 来 自 数 学 家 的 实践 。 例 
如 ， 针 对 所 说 的 连续 统 假设 的 不 可 判定 性 ， 斯 菜 尼 斯 写 道 , 如 
果 某 些 数学 家 发 现 接受 连续 统 假设 并 相应 地 构造 起 他 们 的 数学 是 
富有 成 果 的 ， 而 另 一 些 数学 家 则 发 现 拒绝 连续 统 假设 并 相应 地 构 
造 起 他 们 的 数学 是 富有 成 果 的 ， 那 就 根本 不 会 出 现 哪 一 个 是 合法 
的 、 哪 一 个 是 不 合法 的 问题 。 如 果 两 者 对 于 数学 家 来 说 都 是 富有 
成 果 的 ， 那 么 它们 都 将 具有 它们 所 可 能 具有 的 最 理想 的 合法 性 。” 
(《 数 学 需要 基础 吗 ? 》， 同 前 ， 第 26 页 。) 

综 上 所 述 ， 在 普 特 南 等 人 看 来 ， 数 学 中 并 不 存在 基础 危机 ， 
至 少 是 现在 不 再 存在 有 基础 危机 ， 从 而 也 就 不 需要 认识 论 的 基 
础 。 
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1.2 一 个 时 代 的 终结 


普 特 南 等 人 的 上 述 分 析 是 有 一 定 道理 的 。 但 是 ， 这 里 显然 又 
存在 着 这 样 的 问题 ， 数 学 基础 危机 能 否 被 看 成 导致 数学 基础 研究 
的 唯一 原因 ， 或 者 说 ， 数 学 基础 研究 的 意义 是 否 就 仅 限于 解决 所 
谓 的 数学 基础 危机 ? 另外 ， 从 更 为 一 般 的 角度 说 ， 这 里 所 涉及 的 
则 是 如 下 的 基本 问题 : 我 们 是 否 应 当 完全 否定 关于 数学 的 哲学 性 
分 析 的 意义 ? 事实 上 ， 先 前 关于 已 有 的 数学 基础 研究 性 质 的 分 析 
已 经 为 上 述 问题 作出 了 明确 的 解答 : 由 于 对 于 数学 基础 的 数学 性 
研究 是 与 相应 的 哲学 性 分 析 密 切 相关 的 ,因此 ,对 于 数学 性 研究 意 
义 的 高 度 评 价 实质 上 也 就 是 对 于 相应 的 哲学 性 分 析 的 积极 意义 的 
间接 肯定 ， 而 这 则 又 表明 了 这 种 分 析 并 不 只 是 为 了 解决 所 谓 的 基 
础 危机 ， 而 是 一 种 具有 更 为 一 般 的 认识 论 意义 并 对 实际 的 数学 性 
研究 有 着 直接 的 指导 性 意义 的 工作 。 也 正 因为 此 ， 数 学 基础 研究 
的 历史 开展 就 是 有 其 必然 性 的 。 这 就 如 同 莫 斯 托 夫 斯 基 (A.Mos- 
towski) 所 指出 的 ， 数 学 基础 研究 的 必要 性 ，“ 由 于 个 论 的 发 现 而 
变 得 更 为 紧迫 。 然 而 ， 即 使 在 集合 论 中 没有 发 现 悖 论 ， 关 于 为 集 
合 论 建立 基础 理论 的 问题 也 必然 会 得 到 提出 和 讨论 。”( 转 引 自 A.A 
Fraenkel & Y. Bar-Hillel: «Foundations of Set Theory», 第 17 页 ， 附注 .) 
因为 ， 理 论 在 数量 上 的 增长 必然 引起 更 好 的 论证 理论 、 使 理论 系 
统 化、 批判 地 审查 理论 的 基础 等 这 样 一 些 任务 。 

那么 ,我 们 究竟 应 当 怎 样 去 看 待 上 述 的 反思 性 工作 的 意义 呢 ? 
什么 又 是 这 些 工 作 的 积极 因素 所 在 呢 ? 我 们 认为 ， 这 种 意义 事实 
上 并 不 在 于 某 些 具 体 的 结论 ,而 是 由 这 些 工作 本 身 所 显示 出 来 的 : 
现代 数学 哲学 研究 正在 脱离 基础 研究 的 传统 框架 ， 从 而 就 即将 告 
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别 旧 的 时 代 而 进入 一 个 新 的 历史 时 期 。 

对 于 数学 哲学 正在 脱离 旧 的 基础 研究 的 传统 可 以 从 以 下 几 个 
方面 进行 说 明 ， 

第 一 ， 数 学 基础 研究 已 不 再 是 数学 哲学 研究 的 中 心 问题 。 这 
也 就 是 说 ， 在 从 事 数学 哲学 的 研究 时 ， 人 们 现在 所 考虑 的 一 般 已 
不 再 是 如 何 为 数学 商定 一 个 永恒 的 、 可 靠 的 基础 。 例 如 ， 由 于 集 
合 论 在 现代 数学 中 占有 特别 重要 的 地 位 ， 关 于 集合 概念 的 深入 分 
析 就 是 现代 数学 哲学 的 一 个 重要 课题 。 但 是 ， 尽 管 从 历史 的 角度 
看 ， 这 种 研究 可 以 看 成 先前 的 数学 基础 研究 的 继续 和 发 展 ， 它 的 
性 质 却 已 发 生 了 重要 的 变化 : 人 们 已 不 再 企图 通过 这 种 研究 一 劳 
永 锡 地 解决 整个 数学 的 可 靠 性 问题 ， 与 此 相反 ， 这 种 研究 现在 只 
是 全 部 数学 哲学 的 一 个 部 分 ， 即 是 与 公理 化 集合 论 的 现代 发 展 直 
接 相 联 系 的 哲学 性 思考 。 特 殊 地 ， 麦 克 兰 (S,Maclane) 曾 专门 对 
所 谓 的 “大 集合 论 基 础 ”的 理论 进行 了 批判 一 一 按照 这 种 理论 ,“ 数 
学 正 是 能 够 用 证 明 的 逻辑 规则 从 集合 论 的 ZF 公理 系统 得 到 发 展 
的 一 门 学 科 ” ,麦克 兰 指出 : “大 集合 基础 是 对 数学 的 错误 片面 的 观 
点 …… 这 个 伟大 的 理论 确实 成 功 地 表明 了 数学 严密 性 的 特点 ， 但 
在 强调 这 点 的 同时 忽略 了 关于 数学 本 质 的 其 它 要 点 。”( 参 见 第 2 
章 ) 也 正 因为 此 ,麦克 兰 明确 地 断言 :数学 哲学 的 目的 在 于 对 数学 
本 质 的 理解 ， 而 不 在 于 数学 的 “基础 ，。”(《 数 学 模型 》, 载 K 自 然 杂志 》。 
1986 年 ， 第 一 期 。) 

正 因 为 数学 基础 的 问题 已 不 再 是 数学 哲 学 研究 的 中 心 论题 ， 
因此 ， 与 先前 的 研究 相 比 ， 现 代 的 数学 哲学 研究 就 其 论题 而 言 也 
就 发 生 了 重要 的 变化 。 这 种 变化 在 一 定 意义 上 可 以 说 是 一 种 “ 回 
归 ”。 因 为 ， 现 代数 学 哲学 在 很 大 程度 上 可 以 说 是 围绕 数学 的 本 体 
论 问题 和 认识 论 问 题 展开 的 ， 而 这 些 则 正 是 早期 的 数学 哲学 研究 
的 主要 论题 。 然 而 ,这 又 毕竟 是 一 种 “螺旋 式 的 上 升 ? : 由 于 现代 数 
学 哲学 是 以 数学 自身 的 发 展 及 先前 的 基础 研究 为 特定 背景 从 事 研 
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究 的 ， 因 此 ,与 早期 的 数学 哲学 研究 相 比 ,就 必然 地 达到 了 新 的 更 
高 的 分 析 水 平 .例如 ,现代 数学 哲学 中 的 柏拉图 主义 就 其 本 身 而 言 
具有 十 分 悠久 的 历史 ,然而 ,由 于 这 是 在 现代 背景 下 进行 思考 的 结 
果 , 因 此 ,现代 的 柏拉图 主义 与 其 原始 形式 相 比 就 获得 了 不 同 的 意 
义 。 另 外 ， 由 于 数学 基础 研究 的 时 代 是 一 个 多 学 派 的 时 代 ， 而 这 
众多 的 “主义 ? 则 又 为 新 的 思考 提供 了 必要 的 基础 ,因此 ,现代 的 数 
学 哲学 研究 往往 也 就 带 有 很 强 的 批判 性 色彩 ， 而 这 事实 上 就 可 看 
成 从 “元 数学 哲学 "的 高 度 进行 分 析 的 结果 。 

第 二 ,对 已 有 的 观点 的 不 满 ,并 认为 应 当 寻 找 新 的 “出 路 "。 这 
的 确 是 一 种 十 分 普遍 的 情绪 ， 就 是 现代 的 数学 哲学 家 们 几乎 一 致 
地 对 基础 研究 时 代 中 所 提出 的 各 种 观念 感到 不 满 .例如 ,尽管 鲁 滨 
逊 把 1890 年 至 1940 年 的 这 50 年 称 为 数学 哲学 的 黄金 时 代 ， 但 他 在 
同一 论文 中 紧 接 着 又 写 道 : “我 感到 所 有 那些 作为 数学 的 哲学 基础 
提出 来 的 观点 都 具有 严重 的 缺陷 和 困难 .”(《Formalism 64》， 同 前 ， 
第 228 一 229 页 . ) 另 外 ， 普 特 南 则 采取 了 更 为 直接 的 批判 立场 ;我 希 
望 我 们 能 对 数学 真理 、 数 学 “对 象 ") 和 数学 的 必然 性 等 进行 澄清 ,但 
我 并 不 认为 数学 哲学 中 各 种 著名 的 “主义 ” 能 够 导致 这 样 一 点 ”， 
“我 希望 能 使 你 们 相信 :数学 哲学 中 的 各 种 体系 无 一 例外 地 都 是 不 
用 认真 看 待 的 。”(kKMathematics without foundationsy， 同 前 ， 第 45。 
43 页 。) 

当然 ,单纯 的 批判 并 不 能 构成 实际 的 进步 ,我 们 更 不 应 消极 地 
停留 于 悲观 的 情绪 之 中 ,@ 从 而 ， 对 于 现代 的 数学 哲学 家 来 说 ,一 

@ 这 种 悲观 的 情绪 无 到 是 存在 的 ,例如 , 柯 享 就 曾 这 样 写 道 ,“ 读 者 无 疑 会 感到 涌 
透 在 这 些 态度 之 中 的 深沉 的 悲观 主义 的 调子 。 数 学 仍 可 能 像 是 普罗 米 修 斯 的 劳动 , 它 
充满 活力 、 生 机 和 伟大 的 奇迹 , 也 包含 着 压倒 的 自我 怀疑 的 种 子 。 …“… 这 就 是 我 们 的 
命运 ;在 怀疑 中 生活 ,追求 一 个 其 绝对 性 是 我 们 没有 把 握 的 学 科 。”(P.J.Cohen,《 Co- 
mments on the Foundations of Set Theory), 载 (Axiomatic Set Theory》,ed.by 
了 .S.Scott, 第 15 页 。) 


个 首要 的 问题 就 是 如 何 去 开 拓 新 的 途径 。 这 也 就 如 卡尔 马 在 感叹 
“数学 基础 现在 看 来 进入 了 一 个 悲观 的 、 停 滞 的 阶段 ”以 后 所 指出 
的 : “因此, 我们 应 当 提出 这 样 的 问题 :数学 的 基础 一 一 今 在 何方 ?” 
卡尔 马 并 具体 解释 道 :“ 我 并 不 企图 对 这 一 问题 作出 任何 确定 的 
回答 。 毫 无 疑问 ， 人 们 将 沿 着 现今 的 研究 道路 继续 前 进 ， 并 有 可 
能 获得 有 兴趣 的 结果 ， 但 我 并 不 认为 我 们 可 以 用 这 样 的 方法 使 一 
块 消亡 的 土地 重新 变 得 富有 生命 力 ”, 从 而 ， 我 们 就 必须 寻找 新 的 
出 路 。( 同 前 ,第 192 页 。) 另 外 , 当 替 斯 (R.Hersh) 在 提出 “复兴 数学 
哲学 的 一 些 建议 ?时 ， 他 所 考 虑 的 显然 也 是 同样 的 问题 : “今天 ,我 
们 不 需要 继续 逻辑 主义 ,形式 主义 或 直觉 主义 各 “学 派 " 的 主张 ,而 
应 该 有 一 个 新 的 起 点 。?( 载 4 数学 译 林 》,1981 年 ,第 一 期 ， 第 52 页 .)@O 
由 于 认为 “目前 数学 哲学 面临 的 绝境 起 因 于 从 弗 雷 格 、 罗 素 到 
布 劳 维 尔 、 希 尔 伯 特 和 哥 德 尔 那样 一 个 争论 数 学 基 础 的 伟大 时 
代 ”, 因 此 ， 普 遍 的 看 法 是 : “为 了 超越 这 些 学 派 ,必须 用 历史 的 腿 
光 回 顾 他 们 的 出 发 点 ， 看 看 他 们 有 哪些 共同 之 处 ……” 例 如 , 赫 斯 
写 道 :“ 今 天 ， 当 我 们 回顾 他 们 全 都 失败 的 历史 时 ,注意 他 们 共有 
的 预 设 比 注意 他 们 之 间 被 如 此 强调 的 差异 更 为 重要 。 把 这 些 预 设 
摆 在 桌面 上 加 以 质疑 ， 就 能 使 我 们 逃离 苦海 ， 数 学 哲学 在 那里 已 
被 困 陷 了 50 年 之 久 。”( 同 上 ， 第 52,57 页 . ) 事 实 上 ， 前 所 指出 的 研究 
重点 的 转移 就 是 这 种 反思 性 工作 的 一 个 直接 结果 ， 而且 ， 应 当 强 
调 是 ， 这 种 转移 事实 上 包含 了 一 种 更 高 层次 的 考虑 ， 即 究竟 应 当 
怎样 去 从 事 数学 哲学 的 研究 。 例 如 ， 雷 斯 就 曾 明 确 指 出 ;我 们 不 


描述 ; “一 个 典型 的 “正在 工作 的 数学 家 ?在 工作 日 是 个 柏拉图 主义 者 , 在 星期 天 则 是 形 
式 主义 者 。 换 言 之 , 当 他 搞 数 学 时 ,他 确信 正在 研究 一 种 客观 的 实在 , 正在 试图 决定 它 
的 性 质 。 但 是 , 当 被 问 及 这 些 实在 的 哲学 含义 时 ， 他 能 够 用 来 防身 的 最 简单 通 词 却 是 : 
他 根本 不 相信 数学 的 实在 性 ." 替 斯 指出 ,这 种 哲学 上 的 困境 “显然 会 给 [数学 ] 教 学、 研 
究 以 及 数学 组 织 机 构 的 实际 工作 带 来 不 良 后 果 。"( 同 上 。 第 52 页 。 
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必 去 继续 寻找 基础 而 徒劳 无 功 ， 我 们 也 不 必 因 缺乏 基础 而 迷惑 徘 
徊 或 感到 不 合 逻 辑 ， 我 们 应 把 数学 看 成 是 一 般 的 人 类 知识 的 一 部 
分 。 我 们 能 够 试 着 分 析 数 学 究竟 是 什么 ， 亦 即 ， 真 实地 反映 当 我 
们 使 用 、 讲 授 、 发 现 或 发 明 数学 时 所 作 的 事 。” 这 也 就 是 说 ， 我 们 
应 当 采 取 一 种 不 同 的 哲学 态度 ,而 “这 意味 着 不 承认 任何 一 种 先 验 
的 哲学 信条 有 权 告 诚 数学 家 应 该 做 什么 ， 或 者 宣称 他 们 正在 不 由 
自主 地 或 不 知 所 谓 地 做 着 什么 ”; 恰恰 相反 ,， “数学 哲学 的 任务 应 
是 阐明 数学 家 们 正在 做 什么 ”, 因 为 ,数学 哲学 应 是 指 “ 正 在 工作 的 
数学 家 们 的 活 的 哲学 ， 即 研究 人 员 、 教 师 和 使 用 数学 者 对 他 们 所 
从 事 工作 的 哲学 见解 。”(《 数 学 译 林 》,1981 年 ,第 二 期 ,第 75 一 76 页 ;第 一 
期 ,第 52 页 。) 

另外 ， 由 于 逻辑 主义 等 学 派 从 总 体 上 说 所 采取 的 都 是 一 种 反 
经 验 的 理性 主义 立场 ， 即 认为 数学 的 可 靠 性 问题 应 当 依靠 纯 理性 
的 思维 而 不 能 依靠 经 验 ( 实 践 ) 得 到 解决 ,因此 ,作为 对 基础 研究 的 
一 种 “反动 >， 现 代数 学 哲学 研究 的 又 一 重要 特点 就 是 经 验 主义 已 
经 成 为 一 个 重要 的 思潮 。 来 自 社 会 主义 的 匈牙利 的 卡尔 马 所 提倡 
的 可 以 说 是 一 种 较为 “正统 ”的 观点 。 如 他 所 说 :“ 我 们 为 什么 不 承 
认 , 与 其 它 科学 一 样 ,数学 最 终 也 是 建立 在 实践 之 上 并 是 由 实践 来 
检验 的 呢 ?”(«Foundations of Mathematics-Whither now?», 同 前 ,第 193 
页 . ) 此 外 ， 欧 美的 一 些 学 者 则 在 各 种 不 同 的 背景 下 发 展 起 了 多 
种 各 有 特色 的 经 验 主义 数学 理论 ( 见 第 三 章 ) 。 应 当 指 出 的 是 ， 这 
种 现代 的 经 验 主义 数学 观 与 传统 的 经 验 主义 观点 (这 是 以 穆 惑 
CJ .Mil1) 为 主要 代表 的 ) 相 比 有 着 重要 的 区 别 。 例 如 ,现代 的 经 验 
主义 通常 并 不 认为 数学 命题 即 是 建立 在 直接 经 验 之 上 的 归纳 命 
题 ， 另 外 ， 在 对 数学 的 经 验 性 加 以 肯定 的 同时 ， 他 们 往往 又 突出 
地 强调 了 数学 的 拟 经 验 性 。 经 验 主义 的 这 种 发 展 归根 结 蒂 地 说 是 
由 数学 本 身 的 发 展 所 决定 的 ， 而 这 事实 上 也 就 是 决定 数学 暂 学 历 
史 发 展 的 主要 因素 (参见 第 4 章 ) 。 
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第 三 ， 数 学 基础 的 研究 在 很 大 程度 上 可 以 说 是 一 种 封闭 式 的 
研究 ， 即 是 与 一 般 的 科学 哲学 研究 、 甚 至 一 般 的 数学 研究 完全 相 
隔离 的 。 然 而 ,现代 的 数学 哲学 研究 却 表 现 出 了 明显 的 开放 性 。 一 
般 地 说 ， 现 代数 学 哲学 不 仅 由 现代 的 科学 哲学 研究 吸取 了 有 益 的 
思想 和 方法 ， 而 且 也 通过 直接 的 “移植 ?获得 了 新 的 研究 问题 。 例 
如 ， 拉 卡 托 斯 所 倡导 的 拟 经 验 数学 观 事实 上 就 是 把 波 普尔 的 证 伪 
主义 科学 哲学 理论 推广 应 用 到 了 数学 领域 ， 另 外 ， 现 代数 学 哲学 
中 关于 数学 知识 的 增长 及 其 合理 性 问题 的 研究 ( 见 第 5 章 ) 则 显然 
是 一 般 科学 哲学 中 关于 科学 知识 的 增长 及 其 合理 性 问题 的 研究 在 
数学 中 的 直接 “反响 >"， 最后， 现代 的 数学 哲学 家 之 所 以 普遍 重视 
数学 史 的 研究 则 就 可 以 看 成 由 科学 哲学 的 研究 所 获得 的 方法 论 上 
的 教 益 。 这 就 如 同 蔡 斯 所 指出 :“ 库 恩 (T .Kuhn) 的 名 著 是 深入 这 
类 科学 哲学 问题 的 典范 ， 它 只 有 基于 对 历史 的 研究 才 成 为 可 能 。 
这 类 工作 必须 在 数学 史 和 数学 哲学 领域 开展 下 去 。”(《 复 兴 数 学 哲学 
的 一 些 建议 》, 同 前 ,第 78 页 . ) 

作为 研究 领域 扩展 的 又 一 迹象 ， 数 学 方法 论 的 研究 也 已 成 为 
现代 数学 哲学 的 重要 组 成 部 分 ， 并 已 取得 了 一 些 重要 的 成 果 。 这 
里 所 说 的 数学 方法 论 是 指 对 于 数学 的 发 展 规律 、 数 学 的 思想 方法 
及 数学 中 发 现 、 发 明 与 创造 等 法 则 的 研究 。 由 于 数学 基础 研究 
所 关注 的 仅仅 是 数学 理论 (在 可 靠 基础 上 ) 的 逻辑 重建 ， 因 此 ， 从 
事 基础 研究 的 数学 哲学 家 们 对 于 数学 发 现 及 数学 的 实际 发 展 等 问 
题 是 不 关心 的 (这 种 倾向 更 由 于 一 般 科 学 哲学 理论 中 关于 发 现 与 
检验 的 严格 区 分 得 到 了 进一步 加 强 ) ， 然 而 ,数学 方法 论 的 研究 事 
实 上 却 是 联系 数学 哲学 与 一 般 数学 研究 的 一 座 桥 粱 (交界 点 ) : 作 
为 数学 的 哲学 分 析 ， 数 学 哲学 既是 一 种 抽象 的 哲学 理论 ， 同 时 又 
应 具有 明显 的 方法 论 意义 ， 另外， 实际 的 数学 家 们 又 往往 是 通过 
方法 论 问题 的 思考 而 上 升 到 了 哲学 的 高 度 。 正 因为 数学 方法 论 的 
研究 具有 重要 的 理论 和 实际 意义 ， 这 种 研究 在 现代 数学 哲学 中 就 
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必然 地 得 到 了 一 定 的 发 展 ( 见 第 6 章 ) 。 在 这 一 方面 波 利 亚 (G .Po- 
1ya) 与 拉 卡 托 斯 的 研究 是 特别 重要 的 : 波 利 亚 以 “ 素 朴 而 现代 化 的 
形式 "复兴 了 数学 启发 法 ,从 而 为 现代 数学 方法 论 的 研究 英 定 了 必 
要 的 基础 ， 拉 卡 托 斯 则 发 展 起 了 自己 独特 的 数学 发 现 的 逻辑 ， 从 
而 标志 着 数学 方法 论 的 研究 达到 了 新 的 更 高 水 平 。 另 外 ， 应 当 特 
人 的: 禾 学 放 直 的 四 究 在 各 国电 已 可 到 于 职 慌 罗江 展开 
已 取得 了 一 些 有 意义 的 成 果 。 

综 上 可 见 ， 无 论 就 研究 的 性 质 、 或 是 就 研究 的 深度 与 六 度 而 
言 ， 现 代 的 数学 哲学 研究 与 先前 的 基础 研究 相 比 都 已 发 生 了 重要 
的 变化 ， 从 而 ， 我 们 就 可 毫 不 夸张 地 说 ， 数 学 基础 研究 的 时 代 已 
经 结束 ， 数 学 哲学 正在 进入 一 个 新 的 历史 发 展 时 期 。 


1.3 元 数学 哲学 的 研究 


在 以 下 各 章 中 我 们 将 分 别 对 关于 集合 论 的 哲学 思考 、 经 验 和 
拟 经 验 的 数学 观 、 模 式 观 的 数学 哲学 理论 、 数 学 知识 的 增长 及 数 
学 方法 论 的 研究 等 专题 作 集中 的 论述 ， 在 此 则 将 首先 对 元 数学 哲 
学 意义 上 的 现代 研究 作 一 简单 的 介绍 和 分 析 。 
犹如 数学 与 元 数学 的 对 立 一 样 ， 我 们 在 此 也 是 在 与 数学 哲学 
相对 立 的 意义 上 使 用 元 数学 哲学 这 一 名 词 的 。 这 就 是 说 ， 在 元 数 
学 哲学 的 研究 中 ， 我 们 所 关注 的 已 不 是 如 何 去 发 展 某 一 具体 的 数 
学 哲学 理论 ， 而 是 以 数学 哲学 本 身 为 对 象 来 进行 研究 。 例 如 ， 以 
下 的 问题 都 属于 元 数学 哲学 的 研究 范围 : 什么 是 数学 哲学 研究 的 
主要 问题 ? 一 个 好 的 数学 哲学 理论 应 当 满足 什么 样 的 条 件 ? 什么 
是 数学 哲学 研究 的 主要 困难 ? 等 等 。 显 然 ， 与 一 般 的 数学 哲学 研 
究 相 比 ， 元 数学 哲学 的 研究 达到 了 新 的 更 高 的 抽象 水 平 ， 而 这 事 
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实 上 也 就 表明 了 元 数学 哲学 的 研究 何以 在 现代 得 到 开 展 的 必 然 
性 : 由 于 现代 的 数学 哲学 研究 是 在 数学 基础 研究 这 一 特定 的 背景 
下 开展 的 ， 而 数学 基础 的 研究 则 是 一 个 多 学 派 、 多 观点 的 时 代 ， 
从 而 就 为 更 高 层次 上 的 总 结 及 综合 分 析 提 供 了 现实 的 可 能 性 。 另 
外 ， 通 过 元 数学 哲学 的 研究 我 们 又 可 看 出 现代 的 数学 哲学 家 是 在 
怎样 的 认识 框架 中 进行 活动 的 ， 而 这 也 就 更 清楚 地 表明 了 现代 数 
学 哲学 研究 已 经 摆脱 了 基础 研究 的 传统 并 进入 了 一 个 新 的 历史 发 
展 时 期 。 

1。 赖 特 关于 数学 哲学 研究 问题 的 分 析 

赖 特 (C，Wright) 是 英国 现代 较为 著名 的 数学 哲学 家 。 他 在 
这 一 领域 内 的 主要 著作 有 《维特 根 斯 坦 论 数学 基础 》(<Wittgenstein 
on the Foundations of Mathematics», London，Duckw orth，1980 年 ) 和 
《 弗 雷 格 关 于 数 是 客体 的 观念 》(«Frege”’s Conception of Numbers as O- 
bjects», Aberdeen Univer，Press，1983 年 )。 在 围绕 数学 哲学 问题 所 进 
行 的 学 术 交 流 中 ， 赖 特 教 授 向 笔者 提供 了 即将 发 表 的 一 篇 论文 的 
底稿 ， 其 中 的 第 1 章 即 为 关于 什么 是 数学 哲学 研究 的 主要 问题 的 
分 析 。 应 当 指出 的 是 , 赖 特 在 此 所 提供 的 并 非 是 一 个 罗列 式 的 问题 
清单 ， 而 是 力图 揭示 各 个 问题 间 的 内 在 联系 ， 从 而 ， 这 也 就 是 关 
于 数学 哲学 的 一 个 整体 性 的 分 析 和 描述 。 

赖 特 指出 ， 现 代 的 数学 哲学 研究 (至 少 就 英语 国家 而 言 ) 主 要 
是 围绕 以 下 的 六 个 问题 展开 的 : 

(1) 纯粹 数学 的 命题 是 否 应 当 用 “ 真 ? 和 “ 假 ? 这 样 两 个 概念 去 
进行 评价 ?如 果 是 的 话 ， 这 又 是 一 种 什么 样 的 “ 真 "和 “ 假 ” 的 概 
念 ? 

赖 特 指出 ， 形 式 主义 和 后 期 的 维特 根 斯 坦 在 这 个 问题 上 分 别 
采取 了 人 两 种 极端 的 立场 :按照 形式 主义 的 观点 ,一 切 数学 对 象 都 是 
无 意义 的 符号 或 符号 串 ( 序 列 ) ， 我 们 在 数学 中 所 从 事 的 则 就 是 按 
照 事先 给 定 的 法 则 对 无 意义 的 符号 或 符号 串 进行 机 械 的 组 对 和 变 


- 形 ,从 而 ,对 数学 命题 来 说 根本 就 无 真理 性 可 言 ; 另 外 ,后 期 的 维特 
根 斯 坦 则 提出 了 这 样 的 见解 ， 认 为 我 们 可 以 对 数学 命题 使 用 “ 真 ” 
和 “ 假 ” 的 概念 ， 但 是 ， 它 们 又 都 是 所 谓 的 规范 性 命题 ， 即 是 表明 
了 应 当 如 何 去 使 用 有 关 的 概念 ， 也 即 是 一 种 纯粹 的 语言 规则 。 

(2) 如 果 认 为 真理 性 概念 为 纯粹 数学 命题 的 评价 提供 了 实质 
性 的 标准 ， 那 么 ， 这 种 命题 在 这 种 标准 下 是 否 为 真 ? 

赖 特 指出 ， 在 这 一 问题 上 存在 着 如 下 的 极端 观念 ， 即 认为 所 
有 的 数学 命题 都 为 假 , 因 为 ,具有 所 说 性 质 的 数学 对 象 是 根本 不 存 
在 的 。 

(3) 如 果 对 问题 (1) 和 (2) 作 肯定 的 答 覆 ， 那 么 ， 是 什么 使 得 
数学 命题 成 为 真 的 ? 

这 一 问题 也 可 表述 为 : 

纯粹 数学 的 命题 所 涉及 的 是 什么 样 的 事物 或 状态 ? 

就 上 述 问题 而 言 ， 赖 特 指出 ,除去 柏拉图 主义 和 直觉 主义 (更 
一 般 地 说 ， 就 是 各 种 构造 主义 ) 这 两 种 极端 形式 以 外 ， 还 存在 有 
其 它 一 些 可 能 的 解答 。 例 如 ， 按 照 条 件 真 理论 者 的 观点 ， 数 学 并 
无 自己 的 对 象 ， 而 只 是 表明 了 由 什么 样 的 前 提 可 以 推出 什么 样 的 
结论 ， 另 外 ， 除 柏拉图 主义 以 外 ， 对 数学 命题 的 真理 性 也 可 作出 
其 它 的 实在 论 的 解释 。 

与 问题 (3) 直接 相 联系 的 还 有 以 下 的 问题 : 

(4) 我 们 是 怎样 获得 关于 真 的 数学 命题 的 认识 的 ? 

显然 ， 按 照 通 常 的 划分 标准 ， 问 题 (3) 属 于 本 体 论 的 范围 , 问 
题 (4) 则 属于 认识 论 的 范围 。 另 外 ,犹如 实在 论 与 非 实在 论 在 本 体 
论 问题 上 构成 了 基本 的 对 立 ， 在 此 则 有 先 验 论 与 经 验 论 的 直接 对 
立 。 

赖 特 指出 ,无 论 我 们 在 数学 的 认识 论 问 题 上 采取 怎样 的 立场 ， 
又 都 必须 对 数学 证 明 的 性 质 作 出 明确 的 分 析 。 显 然 ， 这 是 由 数学 
的 特殊 性 所 决定 的 。 
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(5)》 在 纯粹 数学 中 ， 真 理 能 否 超 出 可 证 明 的 范围 ? 

赖 特 指出 ， 这 是 现代 数学 哲学 中 一 个 十 分 活跃 的 论题 ， 因 为 
这 事实 上 关系 到 了 什么 是 命题 的 真理 性 条 件 这 一 十 分 重要 的 基本 
问题 。 

最 后 ， 如 果 认 为 数学 具有 自己 的 特殊 对 象 的 话 ， 我 们 则 又 必 
须 回 答 以 下 的 问题 ， 

(6) 数学 为 什么 能 应 用 于 普通 的 事物 ? 数学 命题 由 证 明 而 获 
得 的 可 靠 性 是 怎样 转移 到 它 的 应 用 之 中 的 ? 

按照 上 面 的 分 析 ， 对 于 数学 哲学 的 主要 研究 问题 及 有 关 论 点 
就 可 简单 归结 如 下 : 


向 题 (1) | 


“ 非 真 理论 " 真理 论 
《形式 主义 ) 


| 问题 (2 ) 


sa | 
“ 杯 桂 论 ” 全 刁 帮 这 


全 攻 | 
同 是 (3)| 。 | 问题 C5)| 。 | 可 是 (4 
Es 


| | 
实在 论 ” 非 实在 论 先 验 论 经验 论 
| 和 构造 主义 》 | | 
[a 
由 于 所 说 的 “ 非 真理 论 ”( 形 式 主义 ) 即 可 看 成 非 实在 论 的 一 种 极端 
形式 ( 唯 名 论 ) ， 所 说 的 “怀疑 论 ” 又 是 以 承认 数学 命题 包含 了 
本 体 论 上 的 承诺 为 必要 前 提 的 ， 因 此 ， 在 所 说 的 意义 上 ， 我 们 又 
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可 把 数学 对 象 的 实在 性 问题 (本 体 论 问题 ) 及 数学 的 认识 论 问题 看 
成 现代 数学 哲学 研究 的 主要 问题 。 最 后 ， 由 于 后 两 个 问题 又 可 分 
别 说 成 关于 数学 真理 (命题 ) 的 客观 内 容 及 认识 论 状态 的 分 析 ， 问 
题 (5) 和 问题 (6) 显然 也 是 围绕 数学 真理 性 的 问题 展开 的 ,因此 , 归 
根 结 蒂 地 说 ， 现 代数 学 哲学 即 是 关于 数学 真理 性 问题 的 全面 分 
析 。 

赖 特 还 曾 明 确 地 强调 了 上 述 的 分 析 对 于 具体 的 数学 哲学 研究 
的 指导 意义 。 藉 特 指出 ， 为 了 在 数学 哲学 的 研究 中 取得 真正 的 进 
展 ， 我 们 必须 同时 考虑 上 述 的 6 个 问题 ， 而 不 应 把 自己 的 研究 局 
限于 其 中 的 任何 一 个 。 因 为 ， 对 于 某 一 问题 来 说 似乎 是 十 分 可 取 
的 一 种 观点 ,在 接受 其 它 问 题 的 检验 时 就 可 能 暴露 出 严重 的 缺陷 。 
显然 ， 这 一 “方法 论 上 ?的 结论 也 就 更 为 清楚 地 表明 了 上 述 研究 的 ， 
元 数学 哲学 的 性 质 。 

2。 本 体 论 与 认识 论 问题 上 的 两 难处 境 

所 谓 “ 本 体 论 与 认识 论 问题 上 的 两 难处 境 "， 是 美国 学 者 伯 纳 
塞 洛 夫 (P。Benacerraf) 对 数学 哲学 研究 中 一 个 主要 困难 的 形象 
描述 。 正 像 这 一 术语 所 已 清楚 地 表示 出 来 的 , 伯 纳 塞 洛 夫 在 此 所 论 
及 的 主要 是 以 下 的 事实 : 那 种 在 本 体 论 上 看 来 较为 理想 的 理论 在 
认识 论 上 却 具 有 严重 的 缺陷 反之， 在 认识 论 上 较为 可 取 的 理论 
在 本 体 论 上 却 又 不 是 那么 令 人 满意 。 从 而 ， 从 总 体 上 说 ， 我 们 就 
陷入 了 一 种 两 难 的 处 境 。 

伯 纳 塞 洛 夫 是 普林斯顿 大 学 的 哲学 教授 ， 他 与 普 特 南 联合 主 
编 的 《数学 哲学 论文 集 》 被 公认 为 这 一 领域 内 最 重要 的 参考 著作 
(关于 这 一 著作 我 们 在 下 面 还 将 有 所 涉及 )。 作为 这 一 选集 的 主编 
之 一 ， 伯 纳 塞 洛 夫 显 然 必须 跳出 具体 的 数学 哲学 研究 的 圈子， 而 
从 更 为 一 般 的 角度 去 进行 分 析 。 从 而 ， 他 能 从 元 数学 哲学 的 高 度 
对 已 有 的 各 种 观点 进行 综合 分 析 ， 并 进而 指出 数学 哲学 研究 中 的 
一 个 主要 困难 也 就 是 不 足 为 奇 的 了 。 
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具体 地 说 ， 我 们 在 此 所 涉及 的 主要 是 伯 纳 塞 洛 夫 在 1973 年 发 
表 的 一 篇 论文 《数学 真理 》(<Mathematical Truth», 载 <Philosophy of 
Mathematics, Selected Readings», Second edition, Cambridge Univer. P- 
ress, 1983 年 .)。 伯 纳 塞 洛 夫 是 以 整个 哲学 为 背景 从 事 这 一 研究 的 。 

首先 ， 犹 如 一 般 哲 学 中 关于 本 体 论 与 认识 论 的 区 分 二 样 ， 伯 
纳 塞 洛 夫 认为 ， 我 们 也 可 以 从 这 样 的 角度 对 数学 哲学 中 的 各 种 观 
点 进行 综合 的 分 析 。 

例如 ， 伯 纳 赛 洛 夫 指出 ， 按 照 对 数学 命题 (的 真理 性 条 件 ) 是 
否 作 实在 论 的 解释 ， 我 们 即 可 把 各 种 数学 哲学 观 归结 为 如 下 的 两 
类 ， 一 是 所 谓 的 标准 观点 ， 包 括 柏拉图 主义 等 ， 另 一 则 是 所 谓 的 
“组 合 观 点 ”， 即 如 把 “真理 性 ”等 同 于 “可 证 明 性 ”及 约定 论 等 。 按 
照 伯 纳 器 洛 夫 的 观点 ， 两 者 的 区 分 可 以 表述 如 下 :在 前 者 那里 , 真 
理性 概念 是 一 个 语义 学 的 概念 ， 后 者 则 把 真理 性 概念 看 成 是 语法 
的 而 并 非 是 语义 的 。 

其 次 ， 出 于 数学 哲学 与 一 般 哲 学 一 致 性 的 考虑 ， 伯 纳 塞 洛 夫 
认为 ， 这 是 一 个 好 的 数学 哲学 理论 所 应 满足 的 一 个 基本 条 件 : 任 
何 关于 数学 真理 的 理论 应 当 是 与 一 般 的 真理 性 理论 相 一 致 的 ， 又 
由 于 认为 塔 尔 斯 基 (A。Tarski) 的 真理 性 理论 是 唯一 可 接受 的 真 
理性 理论 ， 因 此 ,在 伯 纳 塞 洛 夫 看 来 ,最 终 也 就 可 以 引出 这 样 的 结 
论 ， 一 个 好 的 数学 哲学 理论 应 对 数学 命题 的 真理 性 作 塔 尔 斯 基 意 
义 上 的 解释 ， 也 即 应 当 借助 命题 的 题材 (内 容 ) 来 对 这 些 命题 的 真 
理性 进行 说 明 ， 从 而 ， 相 应 的 真理 性 概念 就 应 当 是 一 种 语义 学 的 

显然 ， 按 照 所 作 的 分 析 ， 上 述 的 标准 观点 就 是 较为 可 取 的 ， 
这 事实 上 也 就 是 伯 纳 塞 洛 夫 何以 把 这 种 观点 称 为 “标准 观点 "的 原 
因 ， 与 此 相反 ， 各 种 组 合 的 观点 则 是 与 上 述 要 求 直 接 相抵 触 的 ， 
从 而 就 是 不 那么 令 人 满意 的 。 

第 三 ， 从 认识 论 的 角度 出 发 ， 伯 纳 塞 洛 夫 认为 一 个 好 的 数学 
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哲学 理论 又 应 满足 另 一 个 基本 条 件 ， 即 应 包括 一 种 合理 的 认识 理 
论 ， 也 即 应 对 我 们 拥有 -- 定 的 数学 知识 这 一 事实 作出 合理 的 解 
释 。 

就 上 面 所 提 到 的 两 种 观点 而 言 ， 伯 纳 塞 洛 夫 指出 ， 组 合 的 观 
点 在 这 一 问题 上 具有 明显 的 优越 性 。 例 如 ,如 果 把 真理 性 等 同 于 可 
证 明 性 ,那么 ,关于 数学 命题 真理 性 条 件 的 分 析 事实 上 也 就 说 明了 
我 们 何以 可 能 获得 一 定 的 数学 知识 。 与 此 相反 ， 标 准 观点 在 认识 
论 问题 上 却 暴露 出 了 明显 的 问题 和 缺陷 。 因 为 ， 按 照 伯 纳 塞 洛 夫 
的 观点 ， 一 个 可 以 为 人 们 所 理解 的 认识 理论 应 当 是 因果 性 的 ， 也 
即 应 当 对 命题 P( 的 真 值 条 件 ) 与 作为 认识 主体 关于 p 的 信念 的 基础 
的 东西 之 间 的 关系 作出 明确 的 说 明 。 然 而 ， 由 于 数学 对 象 并 非 物 
理 的 存在 ， 数 学 知识 就 不 可 能 建立 在 感性 经 验 之 上 ， 从 而 ， 所 说 
的 标准 观点 就 无 法 对 数学 的 认识 论 问题 作出 合理 的 解释 。 

第 四 ， 对 上 面 所 说 的 两 点 进行 归纳 ， 我 们 就 立即 得 出 了 以 下 
的 结论 ， 那 种 在 本 体 论 上 看 来 较为 理想 的 理论 在 认识 论 上 却 具有 
严重 的 缺陷 ， 反 之 ， 在 认识 论 上 较为 可 取 的 理论 在 本 体 论 上 却 又 
不 是 那么 令 人 满意 的 。 伯 纳 塞 洛 夫 进一步 指出 ,对 于 本 体 论 与 认识 
论 的 片面 强调 事实 上 也 就 是 导致 上 述 标准 观点 与 组 合 观点 的 一 个 
重要 原因 。 

由 于 一 个 好 的 数学 哲学 理论 应 当 是 一 个 综合 的 理论 ， 也 即 应 
当 同 时 满足 上 述 的 两 个 基本 条 件 ， 因 此 ， 我 们 在 此 就 陷入 了 一 种 
两 难 的 处 境 ;“ 这 是 令 人 不 满 的 一 一 并 不 是 因为 我 们 缺乏 关于 数 
学 真理 的 看 上 去 令 人 满意 的 解释 ， 也 不 是 因为 缺乏 关于 数学 知识 
的 看 上 去 令 人 满意 的 解释 一 一 而 是 因为 缺乏 一 种 能 把 这 两 者 令 人 
满意 地 结合 在 一 起 的 解释 。”(kMathematical Truth>， 同 前 ， 第 405 
页 。) 又 由 于 认为 各 种 已 有 的 数学 哲学 理论 都 未 能 逃 脱 这 样 一 种 
厄运 ， 因 此 ， 在 伯 纳 塞 洛 夫 看 来 ， 上 述 分 析 也 就 清楚 地 表明 了 数 
学 哲学 研究 中 的 一 个 主要 困难 。 
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3。 悖 论 解决 方案 的 评价 标准 
， ”按照 现代 的 理解 ， 科 学 哲学 即 是 关于 科学 理论 的 评 价 理论 ， 
进而 ， 元 科学 哲学 则 是 关于 科学 哲学 理论 的 评价 理论 ， 也 即 研究 
什么 样 的 科学 哲学 理论 是 可 接受 的 (或 者 说 ,在 比较 的 意义 上 是 更 
为 可 接受 的 )。( 对 此 例如 可 参见 拉 卡 托 斯 :《 科 学 研究 纲 领 方法 
论 》， 第 二 、 三 章 ， 上 海 译文 出 版 社 ，1986 年 。) 显 然 ， 按 照 这 样 
的 理解 ， 元 数学 哲学 也 就 可 以 定义 为 关于 数学 哲学 理论 的 评价 理 
论 。 这 一 定义 与 先前 所 给 出 的 关于 元 数学 哲学 的 解 释 是 一 致 的 。 
因为 ， 无 论 是 关于 数学 哲学 研究 问题 的 论述 ， 或 者 是 关于 数学 
哲学 研究 的 困难 的 分 析 , 其 最 终 目标 都 可 看 成 是 提供 了 
一 个 好 的 数学 哲学 理论 所 应 满足 的 条 件 。 从 而 ， 在 元 数学 哲学 的 
研究 中 ， 我 们 就 应 特别 注意 数学 哲学 理论 的 评价 问题 ， 并 应 努力 
去 建立 这 样 的 标准 ， 它 们 可 以 被 用 于 各 种 具体 数学 哲学 理论 的 实 
际 评价 。 也 正 是 出 于 这 样 的 考虑 ， 由 英国 女 学 者 哈 克 (S。Haac- 
k) 所 提出 的 关于 悖 论 解 决 方案 的 评价 标准 就 可 被 看 成 一 种 典型 的 
元 数学 哲学 的 研究 ， 而 我 们 则 更 可 以 由 此 而 获得 关于 一 般 的 数学 
哲学 研究 的 有 益 启 示 。 

哈 克 是 英国 沃 力克 (Warwick) 大 学 的 哲学 教授 ， 主 要 从 事 哲 
学 逻辑 和 逻辑 哲学 的 研究 。 由 于 悖 论 的 问题 无 论 对 于 数学 哲学 或 
逻辑 暂 学 来 说 都 是 一 个 十 分 重要 的 课题 ， 因 此 ， 哈 克 在 自己 的 著 
作 《 轴 辑 哲 学 》(KPhilosophy of Logics》，Cambridge Univer.p- 
ress，1978 年 ) 中 也 就 用 较 大 的 篇 幅 对 悖 论 的 问题 进行 了 专门 的 讨 
论 。 

哈 克 是 这 样 来 引进 关于 收 论 解决 方案 的 评价 标准 的 :在 对 
所 已 提供 的 解决 方案 进行 评价 前 ， 我 想 较为 明智 的 作法 是 先 来 弄 
清 什么 可 以 看 成 是 一 个 (真正 的 ) 解 决 方案 。”( 第 138 页 ) 显 然 ,这 就 
清楚 地 表明 了 这 一 研究 的 元 数学 哲学 (或 逻辑 哲学 ) 的 性 质 。 

具体 地 说 ， 哈 克 认 为 ， 悖 论 的 解决 方案 应 当 满足 以 下 的 两 个 
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条 件 ， 

(1) 形式 的 要 求 。 这 是 指 应 当 给 出 一 个 相 容 的 形式 理论 。 从 
反面 说 ， 也 即 是 指 应 当 明确 地 指出 先前 的 〈 不 相 容 ) 理论 中 哪些 
(看 上 去 没有 问题 的 ) 公 理 或 推理 规则 是 不 应 当 接受 的 。 

(2) 哲学 的 要 求 。 这 是 指 应 当 对 上 述 理论 的 合理 性 作出 独立 
的 ( 即 不 同 于 “它们 是 相 容 的 ”) 说 明 。 从 反面 说 ， 也 即 是 指 应 对 被 
拒 斥 的 公理 或 推理 规则 的 不 合理 性 作出 独立 的 ( 即 不 同 于 “它们 导 
致 了 悖 论 ?的 ) 说 明 。 

例如 ， 著 名 的 罗素 悖 论 可 以 构造 如 下 ， 

(1) 构成 集合 S。= {X | X4 XX}， 

(2) 考虑 “S。 是 否 属于 S。”? 

(3) 由 排 中 律 ， 这 时 必然 有 S。E5S。 或 3,4 S。 但 不 论 由 S, ES。 
或 Suk S。,， 总 可 推出 矛盾 ， 故 矛盾 是 不 可 避免 的 。 

由 此 可 见 ， 罗 素 舍 论 的 构造 事实 上 包含 了 如 下 的 前 担 ; 

(1) 对 任意 的 X 来 说 , “XEX” 总 是 一 个 有 意义 的 命题 ， 

(2) 由 任 一 谓词 出 发 ， 只 要 它 对 所 有 的 对 象 都 是 有 意义 ， 就 
可 构造 出 相应 的 集合 : 它 是 由 所 有 满足 这 一 谓词 的 对 象 所 构成 的 。 
这 也 就 是 素 朴 集合 论 中 的 概括 原则 。 

(3) 对 所 构造 的 S 也 可 考虑 “S。 是 否 属于 S, "的 问题 。 

(4) 排 中 律 在 集合 理论 中 是 有 效 的 。 
因而 ， 从 技术 上 讲 ， 我 们 就 可 通过 否定 其 中 的 任何 一 条 来 排除 罗 
素 舍 论 ， 而 这 事实 上 也 就 是 (分 支 ) 类 型 论 .ZF 系 统 .BG 系统 及 多 
值 逻 辑 的 作法 ( 详 可 参见 夏 基 松 、 郑 毓 信 : 《西方 数学 哲学 》, 第 三 
章 ) 。 然 而 ， 作 为 一 个 真正 的 解决 方案 ， 单 纯 从 技术 上 加 以 开展 
是 不 够 的 ， 还 必须 从 哲学 上 对 这 一 作法 的 合理 性 加 以 说 明 。 这 样 。 
我 们 也 就 从 “形式 的 要 求 "过渡 到 了 “哲学 的 要 求 "。 

最 后 ， 哈 克 又 补充 道 ， 我 们 还 应 对 解决 方案 的 有 效 性 作出 进 
一 步 的 分 析 。 这 也 就 是 说 ， 就 所 作出 的 限制 而 言 ， 一 个 真正 的 解 
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决 方案 既 不 应 如 此 之 广泛 以 致 排除 了 我 们 廊 希 望 子 以 保 锣 前 推理 
形式 ， 同 时 则 又 应 当 足 够 的 广泛 以 排除 所 有 有 关 的 悖 论 。 

显然 ， 哈 克 在 此 主要 是 从 逻辑 哲学 的 角度 进行 分 析 的 : 她 所 
考虑 的 主要 是 如 何 排除 迟 论 的 问题 ;而 如 果 从 逻辑 的 立场 转移 到 
数学 哲学 之 上 ， 也 即 围绕 以 下 的 问题 进行 考虑 的 话 : 如 何 用 新 的 
相 容 的 (公理 化 ) 集 合理 论 来 取代 间 的 不 相 容 的 ( 素 朴 ) 集合 理论 ， 
对 于 所 说 的 补充 条 件 我 们 就 应 作 如 下 的 “修正 ”新 的 集合 理论 应 
当 足 够 广泛 以 保留 原来 的 集合 理论 中 一 切 有 价值 的 成 分 ， 同 时 又 
应 对 这 些 原则 加 上 足够 的 限制 以 排除 所 有 有 关 的 悖 论 。 

由 于 上 述 的 考虑 可 以 说 是 一 种 ( 纯 ) 数 学 性 的 要 求 ， 并 且 已 经 
包括 了 前 述 的 “形式 的 要 求 >， 因 此 ， 归 根 结 蒂 地 说 ， 数 学 中 对 于 
《集合 论 ) 悖 论 的 解决 就 应 满足 以 下 的 两 个 条 件 。 

(1) 数学 的 要 求 。 新 的 集合 理论 应 对 素 朴 集合 论 的 原则 加 以 
足够 的 限制 以 排除 悖 论 ， 也 即 应 当 是 一 个 相 容 的 理论 ， 同 时 又 应 
足够 广泛 以 保持 原来 理论 中 一 切 有 价值 的 成 分 ， 也 即 应 当 仍然 可 
以 起 到 (数学 的 内 在 ) 基 础 的 作用 。 

(2) 哲学 性 要 求 。 应 当 为 新 的 集合 理论 的 合理 性 提 供 独立 
的 、 也 即 哲学 性 (而 非 数学 性 ) 的 论据 。 

从 集合 论 的 现代 发 展 看 ， 数 学 家 们 所 首先 关注 的 无 疑 是 “ 数 
学 的 要 求 ”， 然 而， 上述 关 于 悖 论 解 决 方案 所 应 满足 的 条 件 的 分 
析 则 又 清楚 地 表明 了 对 集合 概念 进行 深入 哲学 分 析 的 必要 性 和 必 
然 性 一 一 也 正 因为 此 ， 这 种 分 析 就 构成 了 现代 数学 哲学 研究 的 一 
个 重要 组 成 部 分 。 

尽管 哈 克 主要 是 就 悖 论 的 解决 方案 进行 讨论 的 ,但 是 ,上 面 的 
分 析 对 于 一 般 的 数学 哲学 研究 显然 也 有 着 直接 的 指导 意义 ,为 了 
对 已 有 的 各 种 数学 哲学 理论 进行 评价 及 更 为 有 效 地 从 事 新 的 研 
究 , 较 为 明智 的 作法 也 应 首先 建立 关于 数学 哲学 理论 的 评价 标准 ， 
一 般 地 说 ， 这 种 “元 标准 ”的 探讨 正 是 元 数学 哲学 研究 的 一 个 重 
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要 内 容 。 例 如 , 即 如 前 面 所 已 指 出 的 ,关于 数学 哲学 的 研究 问题 及 
其 主要 困难 的 分 析 就 都 包含 了 这 一 方向 上 的 工作 。 另 外 ， 古 德 曼 
(NGoodman) 则 更 明确 地 提出 了 所 谓 的 “客观 性 原理 "， 并 以 此 
为 依据 对 现代 数学 哲学 中 的 几 个 主要 流派 (形式 主义 、 直 觉 主义 、 
逻辑 主义 及 柏拉图 主义 等 ) 进 行 了 分 析 和 批评 。 他 写 道 “ 一 种 严肃 
的 数学 哲学 一 定 要 满足 客观 性 原理 , 即 它 不 能 否定 :具有 实践 地 真 
实 的 数学 活动 的 任何 方面 也 具有 客观 地 真实 。(k 数 学 是 客观 的 科 
学 》， 载 (世界 科学 》,1982 年 ,第 八 期 ， 第 55 页 .) 又 例 如 赫 斯 在 《复兴 
学 哲学 的 一 些 建议 》 中 所 提 人 的 则 可 以 说 是 一 种 “实践 的 标准 ”, 即 
认为 我 们 不 应 “ 按 传 给 我 们 的 偏见 来 想象 数学 是 什么 ， 而 应 根据 
实际 经 验 (指数 学 经 验 一 一 注 ) 描 绘 它 ”特殊 地 ， 襄 数学 对 象 的 本 
体 论 问题 而 言 ， 赫 斯 指出 ; “日 常 经 验 告诉 我 们 数学 研究 或 数学 知 
识 有 哪些 主要 性 质 呢 ? GD 数学 对 象 是 由 人 们 发 明 或 创造 的 ， 加 它 
们 不 是 随心 所 欲 地 被 创造 出 来 ， 它 是 在 已 有 的 数学 对 象 的 基础 上 
经 加 工 提出 的 ,是 由 于 科学 和 日 常生 活 的 需要 提出 的 ;@ 数 学 对 象 
一 经 被 创造 ， 就 具有 完全 确定 的 性 质 ， 我 们 要 发 现 这 些 性 质 也 许 
存在 巨大 的 困难 ， 但 它们 独立 于 我 们 有 关 它 们 的 知识 之 外 存在 
着 。? 雷 斯 认为 “这 三 点 是 必需 要 理解 的 经 验 事实 ……' 我 们 应 做 的 
是 去 分 析 它 们 的 伴 廖 ， 检 查 由 此 推出 的 哲学 结论 。”(《 复 兴 数 学 
哲学 的 一 些 建议 )， 同 前 ， 第 76 页 。) 

综 上 可 见 ， 元 数学 哲学 的 研究 对 于 具体 的 数学 哲学 研究 有 着 
重要 的 指导 意义 。 也 正 因为 此 ， 这 两 者 在 实际 的 研究 中 就 往往 是 
互相 渗透 、 彼 此 不 可 分 割地 联系 在 一 起 的 。 事 实 上 ， 在 以 下 各 章 
的 讨论 中 ， 我 们 都 可 看 到 元 数学 哲学 与 数学 哲学 由 互 渗透 的 现 
象 。 
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集合 论 的 哲学 思考 


集合 论 的 哲学 思考 在 现代 数学 哲学 中 占有 
十 分 重要 的 地 位 。 对 此 可 以 通过 《数学 哲学 论 
文集 》(《Philosophy of Mathematics ,Selected 
Readings», ed, P. Benacerraf & H,. Put- 
nam) 两 个 版 本 (1964 年 ,1983 年 ) 的 比较 清楚 地 
看 出 。 正 如 该 书 的 两 位 主编 伯 纳 塞 洛 夫 与 普 特 
南 在 “二 版 序言 "中 所 指出 的 ， 只 须 将 两 个 版 本 
的 目录 粗略 地 加 以 对 照 ， 就 可 看 到 两 者 之 间 存 
在 着 重要 的 区 草 。 符 划 是 ， 第 一 版 中 的 第 四 部 
分 “维特 根 斯 坦 论 数学 ?在 第 二 版 中 整个 被 删除 
了 ， 取 而 代 之 的 则 是 归属 于 “集合 的 概念 "这 一 
标题 下 的 一 系列 文章 。 由 于 作出 新 版 的 一 个 重 
要 原因 就 是 为 了 “反映 过 去 的 20 年 中 这 一 领域 
内 的 发 展 趋势 "， 因 此 ,上 述 的 变化 就 清楚 地 表 
明了 关于 集合 理论 的 哲学 思考 在 数学 哲学 现代 
发 展 中 所 占据 的 重要 地 位 。 

数学 哲学 的 上 述 发 展 是 有 其 必然 性 的 。 首 
先 ， 从 历史 的 角度 看 ， 现 代 关于 集合 理论 的 哲 
学 思考 在 一 定 意 义 上 即 可 看 成 先前 的 数学 基础 
研究 的 继续 和 发 展 ， 由 于 以 往 的 研究 已 经 清 
楚 地 表明 了 集合 的 概念 和 方法 在 整个 数学 中 所 
占据 的 重要 地 位 ， 悖 论 的 发 现 及 有 关 的 争论 则 


又 表明 了 *“ 在 一 切 数学 理论 中 比 其 它 任何 理论 更 需要 澄 清 的 就 是 

合 论 ”( 莫 斯 托 夫 斯 基 : 《数学 基础 研究 三 十 年 >， 华中 工学 院 出 版 社 ， 
1983 年 ,第 2 页 ), 因 此 , 数学 哲学 家 们 自然 就 把 注意 力 集中 到 了 集合 
论 之 上 。 其 次 ， 就 其 实际 发 展 而 言 ， 这 种 研究 又 是 与 集合 论 自 身 
的 发 展 直接 相 联系 的 ， 与 康 托 的 素 朴 集合 论 相 对 立 ， 现 代 的 集合 
理论 普遍 采取 了 公理 化 系统 的 形式 ， 并 已 发 展 成 为 现代 数学 〈 更 
准确 地 说 , 是 数理 逻辑 ) 的 一 个 独立 分 支 一 “公理 化 集合 论 。 上 述 
发 展 主 要 是 一 种 数学 性 的 研究 ， 然 而 ， 这 种 研究 又 必然 会 引起 
相应 的 哲学 思考 。 例 如 ， 对 于 集合 概念 的 分 析 事 实 上 就 可 看 成 关 
于 公理 化 集合 论 合理 性 的 证 明 ， 另 外 ， 作 为 数学 哲学 基本 问题 在 
集合 论 中 的 具体 表现 ， 人 们 必然 地 会 考虑 如 下 的 问题 ， 集合 是 一 
种 什么 样 的 存在 ? 我 们 又 是 怎样 获得 集合 论 的 知识 的 ?…… 这 样 ， 
随 着 集合 论 研究 的 逐步 深入 ， 关 于 集合 理论 的 哲学 思考 也 就 得 到 
了 自然 的 发 展 。 | 

综 上 所 述 ， 现 代数 学 哲学 中 关于 集合 理论 的 哲学 思考 事实 上 
包括 了 这 样 两 个 部 分 一 是 关于 集合 这 一 特定 概念 的 分 析 ， 二 是 
与 集合 论 有 关 的 数学 哲学 问题 的 研究 。 下 面 我 们 就 分 别 对 这 两 个 
方面 进行 介绍 和 分 析 ， 又 由 于 这 两 种 研究 都 是 与 公理 化 集合 论 的 
现代 发 展 直接 相 联系 的 ， 因 此 ， 我 们 将 首先 对 公理 化 集合 论 作 一 
简要 的 说 明 。 


2.1 公理 化 集合 论 的 研究 


公理 化 集合 论 是 相对 于 康 托 的 素 村 集合 论 而 言 的 ， 其 主要 特 
征 在 于 在 公理 化 集合 论 中 ， 我们 只 能 由 公理 出 发 去 推出 进一步 
的 结论 (定理 )， 而 不 能 (直接 ) 求 助 于 相应 的 素 朴 观念 或 直觉 。 这 
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也 就 是 说 ， 在 公理 化 集合 论 中 ， 集 合 (及 有 关 的 概念 ) 被 看 成 是 不 
加 定义 的 原始 概念 ， 它 ( 们 ) 所 具有 的 只 是 公理 所 规定 的 性 质 。 公 
理化 集合 论 有 ZF 系统、BG 系 统 、NF 系 统 和 ML 系统 等 。 其 中 ， 
ZT 系统 是 最 早 得 到 建立 的 ， 并 已 事实 上 为 大 多 数 数 学 家 所 接 受 。 
下 面 就 围绕 ZE 系统 对 公理 化 集合 论 进 行 介绍 。 

1。Z 系 统 、ZF 系 统 和 ZFC 系 统 

德国 数学 家 策 黑 罗 (E。Zcrmelo) 是 现代 公理 化 集合 论 的 主 
要 奠基 人 之 一 。 他 曾 对 发 展 公理 化 集合 论 的 指导 思想 作 了 十 分 明 
确 的 说 明 。 他 写 道 : “我们 应 当 以 历史 上 遗留 下 来 的 集合 理论 为 出 
发 点 去 寻找 那些 为 建立 数学 的 基础 所 必须 的 原则 。 在 解决 这 一 问 
题 时 ,我 们 必须 一 方面 对 这 些 原则 加 上 足够 的 限制 以 排除 悖 论 , 另 
一 方面 则 又 必须 使 它们 足够 广泛 以 保留 理论 中 一 切 有 价值 的 东 
西 。”"( 转 引 自 Wang Hao: «From Mathematics to Philosophy», Routledge 
& Kegan Paul Ltd,,1974 年 ， 第 190 页 .) (从 而 ,按照 前 一 章 中 关于 
“数学 的 要 求 " 与 “哲学 的 要 求 " 的 区 分 51.3 节 ], 策 墨 罗 在 此 所 考虑 
的 就 主要 是 “数学 的 要 求 "。) 

策 墨 罗 所 说 的 “原则 ?, 事 实 上 就 是 公理 化 集合 论 中 的 公理 。 对 
此 可 以 分 别 就 所 谓 的 策 墨 罗 系统 (Z 系 统 )、 策 墨 罗 - 弗 兰 克 尔 系统 
(ZF 系统 ) 和 ZFC 系 统 进行 介绍 。 

除去 逻辑 的 概念 以 外 ， 策 黑 罗 系统 还 包括 “集合 ”和 “属于 ” 
(用 符号 “E "表示 ) 这 样 两 个 原始 概念 ， 相 应 的 公理 则 有 如 下 的 8 
条 : 

(1) 外 延性 公理 : 

(x)(y)((2)(zE x2ET) x=7) 
这 就 是 说 ， 集 合 是 由 它 的 元 素 所 唯一 决定 的 。 

(2) 空 集 存在 性 公理 : 

(3y7)(x)( 一 xEy) 
存在 有 不 包含 任何 元 素 的 信人 .过 电 就 是 所 肖 的 “ 空 集 (以 下 用 
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符号 人 “表示 )。 

(3) 对 偶 公 理 ， 

(Z)(w)(IyY)(x)(xEyE(x=2zVx=w)) 
这 就 是 说 ， 对 任意 的 集合 z 和 w 来 说 , 存在 有 仅 以 z 和 w 为 元 素 的 二 
元 集 (可 用 符号 “{z,w}” 表 示 )。 

(4) 并 集 公理 : 

(z)(37)(x)(xEye(C3w)(GxEw&wEz)) 
这 就 是 说 ， 对 任 一 集合 z 来 说 ， 存 在 有 这 样 一 个 集合 , 它 的 元 素 就 
是 z 的 各 个 元 素 ( 集 ) 中 的 元 素 。 这 一 集合 就 称 为 z 中 各 元 素 集 的 并 

例如 ， 设 z={wisw2}，w1={1,2,3}，w2 = {4,5}, 并 集 公 
理 所 肯 定 的 就 是 以 下 集合 的 存在 性 : y= {1,2,3,4,5}。 

(5) 短 集 公理 : 

(2) (I3y)(x)(xEyH(W) (WE Xx-—>wEZ)) 
这 就 是 说 ， 对 任 一 集合 z 来 说 ， 存 在 有 这 样 一 个 集合 , 它 的 元 素 就 
是 z 的 各 个 子 集 。 这 一 集合 称 为 z 的 宪 集 (用 符号 “Pz? 表 示 )。 

例如 ， 设 z= {2,3}，z 的 子 集 即 为 

A, {2}, {3}, {2,3}, . 
从 而 ，Pz = {A，{2}，{3}，{2,3}}。 

(6) 无 穷 公理 ， 

(3y)((3x)(xEy&(z) 一 2Ex)K 

&(x)(XEY 一 (3z)(zEy&Cw)(wEze(wEXVw=X)))) 

z 称 为 x 的 后 继 ， 如 果 z 的 元 素 即 为 x 的 元 素 或 x 自身 。 例 如 ， 设 
x= {2,3}, 则 z=x 的 后 继 = {2,3, {2,3}}。 

从 而 ,无 穷 公理 所 肯定 的 就 是 这 样 一 个 集合 的 存在 性 ， 空 集 
是 这 一 集合 的 元 素 ， 而 且 ， 如 果 任 一 集合 x 属 于 它 的 话 ，x 的 后 继 
也 一 定 属于 这 一 集合 。 

(7) 分 出 公理 ， 
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(〈z)(37)(X)(xEye>(xEz&gx)) 

其 中 是 一 个 不 包括 自由 变 元 y 的 谓词 。( 由 于 分 出 公理 中 包括 了 
谓词 $， 因 此 ， 这 事实 上 就 是 一 个 公理 模式 ， 即 代表 了 无 穷 多 条 
公理 。) 

_ 分 出 公理 所 断言 的 是 ， 对 于 任 一 集合 z 来 说 ,我 们 可 以 凭借 某 
一 谓词 中 (假设 这 一 谓词 对 集合 z 中 的 每 一 元 素 都 是 有 意义 的 ) 去 
分 出 一 个 子 集 y， 它 是 由 z 中 所 有 那些 满足 这 一 谓词 的 元 素 所 组 成 
的 。 

分 出 公理 是 与 素 朴 集 合 论 中 的 概括 原则 CC3y) (x)(xE€y*> 
中 x)] 直 接 相 对 应 的 ; 然而 , 由 于 依据 分 出 公理 我 们 只 能 凭借 谓词 
由 已 知 的 集合 去 分 出 一 个 子 集 ， 而 不 能 由 谓词 直接 去 得 出 相应 的 
集合 ， 因 此 ， 用 分 出 公理 代替 概括 原则 就 避免 了 由 此 而 产生 过 大 
集合 (并 进而 导致 收 论 ) 的 弊病 。 

(8) 基础 公理 : 

(2) (3x)(xEz&(y)(yE x ~y EZ)) 

这 就 是 说 ， 任 一 非 空 集合 都 包含 有 这 样 的 “最 小 元 素 ”: 它 与 原先 
的 集合 并 无 公共 的 元 素 。 

家 当 指 出 ， 策 墨 罗 系 统 的 形成 是 一 个 历史 的 过 程 ， 对 此 作出 
贡献 的 也 并 非 策 墨 罗 一 人 。 然 而 ， 这 一 系统 的 发 展 过 程 却 仍然 体 
现 了 上 面 所 已 提 及 的 两 条 原则 ， 即 必须 对 系统 中 的 公理 加 以 足够 
的 限制 以 排除 悖 论 ， 同 时 又 必须 使 这 些 公理 足够 广泛 以 保证 新 的 
集合 理论 仍然 能 够 起 到 “基础 "(严格 地 说 ， 是 数学 的 “内 在 基础 ”) 
的 作用 ， 也 即 能 够 由 此 而 开展 出 全 部 或 主要 的 数学 理论 ,例如 ,用 
分 出 公理 去 取代 素 朴 集合 论 中 的 概括 原则 显然 就 是 出 于 前 一 种 考 
虑 ;另外 ,基础 公理 的 引进 则 是 为 了 排除 所 谓 的 “异常 集合 "0 一 


@ 所 谓 * 异 常 集合 "笼统 地 说 ， 即 是 指 在 集合 之 间 存在 有 “相互 包含 ”( 或 “自我 
包含 ") 的 关系 。 如 A= {B,C},，B= {CA}, C= 1{A,B}, 
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所 于 在 异常 集合 上 无 法 开展 出 丰富 的 数学 理论 ， 内 此 就 是 与 后 一 
种 考虑 直接 相抵 触 的 。 更 为 一 般 地 说 ,由 策 墨 罗 系 统 到 ZF 系统 及 
ZFC 系 统 的 发 展 主要 地 也 就 建立 在 后 一 种 考虑 之 上 。 

具体 地 说 ，ZF 系 统 与 策 墨 罗 系 统 相 比 增加 了 如 下 的 替 换 公 
理 : 

了 是 一 个 函数 ->(z)(3y)(x)(xEye*(3w)(wEz&F(Cw) =x) 
这 就 是 说 ， 如 果 了 是 一 个 函数 ， 而 且 ， 对 集合 z 中 的 任 一 元 素 w 而 
言 ，F(w) 也 是 一 个 集合 ， 那 么 ， 所 有 这 些 F(w) 就 构成 一 个 新 的 
集合 y。 

替换 公理 可 以 看 成 是 一 种 更 为 高 级 的 无 穷 公理 。 因 为 ， 无 穷 
公理 所 肯定 的 是 由 有 穷 到 可 数 无 穷 的 ^ 穷 竟 ?” 的 可 能 性 ， 替 换 公 理 
所 肯定 的 则 是 一 般 的 超 穷 的 “穷竭 "的 可 能 性 。 

最 后 ， 如 果 在 ZF 系统 中 再 增加 如 下 的 选择 公理 , 则 就 获得 了 
ZFC 系 统 。 

选择 公理 

(z)((xX)(xXEz~(3w)(wEx)&(y7)(7Ez&y 二 X-> 

一 (3t)(tEx&tEy)))- 一 (3u)(x)(xEz-> 
(dw)(s)(s= we*(SEu&sEx)))) 

这 一 公理 所 断言 的 是 ， 对 于 任 一 集合 z 来 说 ,如 果 它 的 各 个 元 素 集 
是 互相 排斥 的 ( 即 没有 公共 元 素 )， 而 且 其 中 没有 一 个 是 空 集 ， 那 
么 ， 就 存在 这 样 一 个 集合 (可 称 为 “代表 元 素 集 ")， 它 与 给 定 集合 
z 中 的 各 个 元 素 集 都 恰好 有 一 个 公共 元 素 ( 这 一 元 素 可 称 为 相应 元 
索 集 的 “代表 元 素 ”)。 

2。 其 它 的 系统 

除去 ZF 系统 以 外 ， 在 公理 集合 论 中 还 有 所 谓 的 BG 系 统 ,NF 
系统 和 MIL 系 统 等 。 对 此 简单 介绍 如 下 : 

BG 系 统 的 思想 最 早 是 由 本 世纪 最 杰出 的 数学 家 之 一 冯 ' 诺 
意 显 (J. von Neumann) 提 出 的 。 他 认为 眉 论 出 现 的 原因 并 不 在 
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十 使 用 了 太 大 的 集合 ， 而 是 由 于 这 些 过 大 的 集合 被 用 作 其 它 集 侣 
或 自身 的 元 素 。 因此， 在 冯 … 诺 意 曼 看 来 ,ZF 系统 的 作法 就 是 不 
可 取 的 ， 因 为 它 排斥 了 过 多 的 集合 ， 而 所 需要 的 则 只 是 引入 适当 
的 规定 以 防止 那些 过 大 的 集合 成 为 别 的 集合 或 自身 的 元 素 。 

按照 上 述 想法 ， 汉 。 诺 意 昌 建立 了 自己 的 公理 化 集合 论 ， 后 
来 ， 贝 尔 纳 斯 (P，Bermays) 和 哥 德 尔 又 先后 对 此 进行 了 改进 , 这 
就 是 所 调 的 BG 系统 。 与 ZF 系统 相 比 ,BG 系统 的 主要 特点 在 于 其 
中 包括 了 三 个 初始 概念 : 集合 (set)、 类 (class) 和 属于 。 其 中 ， 
类 不 能 成 为 其 它 集合 的 元 素 ， 而 集合 则 可 以 ， 从 而 后 者 事实 上 就 
相当 于 ZF 系 统 中 的 集合 。( 另 外 ， 由 于 引进 了 类 的 概念 , BG 系 统 
就 可 以 以 有 穷 公理 化 系统 的 形式 得 到 表述 , 而 ZF 系 统 则 因 包 含 了 
公理 模式 不 可 能 被 有 穷 公 理化 。) 

就 悖 论 的 解决 而 言 ，BG 系 统 和 ZF 系统 可 以 说 是 等 效 的 ， 因 
为 BG 系统 相对 于 ZF 系统 的 相 容 性 已 经 得 到 了 证 明 ; 另外 ，BG 
系统 又 可 看 成 ZF 系统 的 一 个 扩充 (参见 下 面 的 分 析 )。 为 了 更 清楚 
地 对 此 进行 说 明 ， 在 此 可 借助 享 金 所 给 出 的 一 个 比喻 来 进行 分 
析 。 亭 金 是 以 康 托 悖 论 为 例 来 进行 说 明 的 ， 这 一 悖 论 可 以 表述 如 
下 ， 

依据 基数 理论 可 以 证 明 ， 任 一 集合 M 的 等 集 PM 的 基数 PM 
一 定 大 于 M 的 基数 M， 即 EM >>M。 这 也 就 是 集合 论 中 所 谓 的 “ 康 
托 定理 ”。 

现 考虑 由 所 有 集合 所 组 成 的 集合 S( 称 为 大 全 集 )。 依 据 康 托 
定理 ，PS> S ,但 由 于 S 是 大 全 集 ,PS 也 就 是 S 的 一 个 子 集 ， 从 而 
又 有 ES< 5 。 矛 盾 。 

在 素 朴 集合 论 中 为 什么 会 出 现 像 康 托 悖 论 那 样 的 矛盾 呢 ? 享 
金 认 为 ,这 是 由 于 其 中 既 包 含 了 “不 可 抵挡 的 矛 "( 这 是 指 任 一 集合 
M 都 可 扩展 到 更 大 的 集合 PM， 从 而 集合 的 扩展 就 是 没 有 限制 
的 )， 同 时 又 有 一 个 “能 抵御 一 切 的 盾 ”( 这 是 指 存在 一 个 无 法 再 对 
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以 扩展 的 集合 ， 也 即 包含 有 一 切 集合 的 集合 ， 大 全 集 )， 从 而 ,就 
像 我 国 古代 关于 矛 和 盾 的 故事 一 样 ， 在 素 朴 集合 论 中 矛盾 的 出 现 
就 是 不 可 避免 的 @ 那么 ,怎样 才能 避免 这 种 眉 论 呢 ? 享 金 指出 ,我 
们 必须 或 者 “ 弃 盾 存 耶 "， 或 者 “ 弃 矛 存 盾 "。ZF 系 统 采取 的 即 是 
“ 弃 慎 存 矛 ” 的 作法 ,因为 ZF 系 统 中 保留 了 任何 集合 都 可 以 进行 扩 
展 的 特性 ， 而 是 通过 对 过 大 集合 (特别 是 大 全 集 ) 的 排斥 避免 了 个 
论 。 另 外 ，BG 系 统 所 采取 的 则 可 以 说 是 “ 弃 矛 存 盾 ” 的 作法 ， 因 
为 ， 在 BG 系 统 中 虽然 保存 了 那个 由 一 切 集合 所 组 成 的 集合 (准确 
地 说 ， 这 是 “类 ”、 而 不 是 集合”) ,但 由 于 此 时 已 不 可 能 作 进 一 步 
的 扩展 (也 即 不 可 能 以 其 为 元 素 去 构成 新 的 集合 ) ， 从 而 也 就 避免 
了 风 辑 矛盾 。 

应 当 指出 的 是 ， 现 代数 理 逻 辑 中 已 证 明了 如 下 的 结论 :BG 系 
统 中 不 含 “ 类 ”这 一 谓词 的 可 证 句子 集 与 ZF 系 统 中 的 可 证 句子 集 
是 相 一 致 的 。 这 也 就 是 说 ,BG 系统 事实 上 只 是 ZF 系统 的 一 个 “ 非 
本 质 扩 充 ”。( 此 外 ， 还 证 明了 如 下 的 一 般 结论 : 任 一 具有 递归 可 
枚 举 的 公理 集 的 公理 系统 ， 只 要 加 上 一 个 新 的 初始 谓词 ， 都 能 非 
本 质地 扩张 为 可 有 穷 公 理化 的 系统 。) 从 而 ， 总 的 来 说 ， 从 数学 的 
角度 看 ， 在 ZF 系统 与 BG 系统 之 间 就 并 不 存在 很 大 的 区 别 。 

现代 公理 化 集合 论 中 的 NF 系统 和 ML 系统 都 是 由 著名 逻辑 学 
家 ,哲学 家 奎 因 (W.V.Qnine) 提 出 的 NE 系统 的 特点 在 于 对 概括 
原则 中 的 谓词 作 “ 分 层 ” 的 要 求 ;另外 , ML 系统 与 NF 系统 的 关系 则 
就 如 同 BG 系 统 与 ZF 系统 的 关系 。 对 于 这 两 个 系统 , 莫 斯 托 夫 斯 基 


@ 对 其 它 收 论 也 可 作出 类 似 的 分 析 。 例 如 , 罗素 怕 论 的 构造 事实 上 也 可 看 成 对 
工 集 合 无 限 扩张 可 能 性 的 直接 肯定 。 因 为 , 只 需 对 论证 形式 稍 作 改 变 , 我 们 就 可 证 明 ， 
对 任何 集合 M 来 说 ， 由 其 中 不 属于 自身 的 元 素 所 组 成 的 子 集 { x1xE Me&x 生 x} 一 
定 不 是 M 中 的 元 素 ， 从 而 ， 只 须 把 这 一 子 集 作为 新 的 元 素 加 入 到 M 之 中 ， 我 们 就 
获得 了 扩大 了 的 集合 ， 另 外， 在 这 一 停 论 的 构造 中 , 我 们 同时 又 承认 了 大 全 集 的 存在 
性 ,也 即 肯定 了 集合 的 绝对 完成 性 (封闭 性 )。 从 而 ,矛盾 的 出 现 也 就 是 不 可 避 纪 的 了 。 
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曾经 指出 ;“ 奎 因 的 理论 曾 被 许多 逻辑 学 家 广泛 研究 ， 但 却 似乎 不 
曾 影响 数学 家 的 工作 。”(《 数 学 基础 研究 三 十 年 > 第 149 页 。) 对 此 我 
们 就 不 再 予以 介绍 了 。 


2.2 集合 概念 的 分 析 


当 人 们 在 谈 到 公理 化 集合 论 时 ， 通 常 即 是 指 ZF 系统 和 BG 系 
统 。 一 般 认 为 ， 策 墨 罗 原 来 所 提出 的 目标 在 这 两 个 系统 中 已 经 得 
到 了 实现 。 因 为 ， 一 则 ， 从 目前 的 数学 实践 看 ， 这 两 个 系统 已 为 
数学 提供 了 一 个 合适 的 (内 在 ) 基 础 ， 再 则 ， 由 于 作出 了 必要 的 限 
制 ， 所 有 已 知 的 眉 论 在 这 两 个 系统 中 都 已 得 到 了 排除 〈 更 严格 地 
说 ， 是 不 可 能 按照 原来 的 方式 在 系统 中 得 到 构造 ) ,而且 ， 至 今 在 
其 中 也 没有 发 现 新 的 个 论 。 对 于 公理 集合 论 的 这 种 成 功 ， 数 学 家 
们 无 疑 是 感到 高 兴 的 。 但 是 ， 从 数学 哲学 的 角度 看 ， 这 种 纯 数学 
的 考虑 显然 又 是 不 够 的 。 因 为 ， 正 如 前 面 所 已 指出 的 ， 作 为 一 种 
令 人 满意 的 集合 理论 ， 它 不 仅 应 当 满足 所 说 的 “数学 的 要 求 ">， 而 
且 也 应 满足 “哲学 的 要 求 >， 也 即 应 当 为 相应 理论 的 合理 性 提供 独 
立 的 论据 。 另 外 ， 应 当 指出 ， 这 种 哲学 性 分 析 所 具有 的 又 并 非 仅 
仅 是 认识 论 的 意义 ， 而 且 也 具有 重要 的 方法 论 意义 。 因 为 ， 如 果 
仅仅 停留 于 “数学 的 要 求 ", 也 即 策 墅 罗 关于 所 选择 的 原则 “ 既 不 应 
太 宽 也 不 应 太 窄 ”的 标准 的 话 ， 集 合 论 的 研究 就 具有 很 大 的 任意 
性 ， 我 们 可 以 发 展 出 多 种 符合 上 述 要 求 但 却 又 是 彼此 不 相 容 的 理 
论 ， 与 此 相反 ， 关 于 集合 概念 的 深入 分 析 则 可 能 为 集合 理论 的 进 
一 步 发 展 ， 特 别 是 新 公理 的 选择 提供 一 定 的 依据 。 从 而 ， 总 的 来 
说 ， 随 着 集合 论 研究 的 深入 ， 数 学 哲学 家 们 就 集中 地 从 事 了 集合 
概念 的 分 析 ， 而 这 种 研究 的 最 终 目的 则 是 为 了 给 ZF 系 统 和 BG 系 
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统 的 合理 性 提供 这 样 一 种 论据 -这 两 种 理论 与 我 们 关于 集合 的 直 
觉 是 完全 符合 的 。 

由 于 从 数学 的 角度 看 在 ZF 系统 与 BG 系统 之 间 并 无 重要 的 区 
别 ， 下 面 将 仅 就 ZF 系统 进行 分 析 。 

1。 集合 的 适 代 现 仿 

作为 集合 概念 的 哲学 分 析 ， 人 们 提出 了 关于 集合 的 迭代 观念 
(the iterative conception of set)， 并 以 此 为 依据 对 ZF 系统 的 合 
理性 进行 了 说 明 。 

一 般 地 说 ， 所 谓 集合 的 迭代 观念 ， 即 是 指 把 集合 看 成 这 样 一 
种 对 象 ， 它 是 由 所 已 给 出 的 对 象 出 发 ， 通 过 反覆 实施 “汇集 ”的 运 
算得 到 构造 的 。 例 如 ， 早 在 1947 年 ， 著 名 的 逻辑 学 家 哥 德 尔 就 曾 
从 这 样 的 角度 对 集合 的 概念 进行 了 说 明 。 他 写 道 ,集合 是 这 样 的 
东西 ， 它 可 以 由 整数 (或 其 它 的 某 种 完全 确定 的 对 象 ) 出 发 通过 反 
要 实施 汇集 (“set of? ) 的 运算 而 得 出 。” («What is Gantor’s Centi- 
nuum Problem?»， 载 kPhilosophy of Mathematics, Selected Readings», 
1983 版 , 第 474-475 页 ,) 哥 德尔 把 这 种 观念 称 为 “关于 集合 的 数学 观 
念 ”, 并 强调 了 这 种 观念 与 “关于 集合 的 逻辑 观念 ”的 区 分 一 一 按照 
后 一 种 观念 ,集合 是 通过 把 已 存在 的 东西 分 成 两 个 范畴 而 得 出 的 。 
哥 德 尔 认为 ， 集 合 论 悖 论 的 发 现 表明 “集合 的 逻辑 观念 "是 不 相 容 
的 ; 然而 ，“ 集 合 的 数学 观念 " 却 是 相 容 的 ，® 因此 ， 后 者 就 可 以 
被 用 以 为 集合 论 提 供 一 个 令 人 满意 的 基础 。 

著名 数理 逻辑 学 家 王 浩 在 从 数学 到 哲学 ?一 书 中 对 集合 的 选 
代 观 念 及 其 与 ZF(C) 系 统 的 联系 作 了 更 为 具体 的 说 明 。 

王 浩 写 道 ,“ 按 照 选 代 的 观念 ， 集 合 是 这 样 的 东西 ， 它 可 以 由 
某 些 基本 对 象 出 发 (诸如 空 集 ， 或 整数 、 个 体 ,或 其 它 的 某 种 完全 


Q@ 正 因为 此 ， 再 德尔 写 道 ， 集 合 论 停 论 是 一 个 十 分 严重 的 问题 ,但 这 并 非 是 就 
数学 而 言 的 ， 而 是 就 还 辑 和 认识 论 面 言 的 。( 同 上 ， 第 474 页 。) 
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确定 的 原 元 素 Curelement])， 通 过 反覆 实施 “汇集 这 样 一 种 运 
算 一 一 这 种 运算 允许 把 “已 给 出 的 ?对 象 (特殊 地 ， 集 合 ) 的 任意 总 
体 或 其 部 分 汇集 成 一 个 集合 一 一 而 得 到 。” («From Mathematics to 
Philosophvy»， 第 181 页 .) 

就 上 述 观念 的 理解 而 言 ， 王 浩 指出 ， 第 一 ， 关 于 什么 是 原 元 
素 的 问题 对 于 集合 论 的 研究 来 说 是 不 重要 的 。 因 为 ， 集 合 论 的 开 
展 完全 可 以 建立 在 这 样 的 假设 之 上 : 根本 不 存在 任何 基本 对 象 。 
(为 区 分 起 见 , 我 们 可 以 把 这 种 集合 论 称 为 “纯粹 集合 论 ”"。) 第 二 ， 
过 代 观 念 的 核心 是 以 下 的 思想 :对 象 ( 元 素 ) 必 须 先 于 集合 而 存在 ， 
也 即 集合 是 由 已 给 出 的 对 象 所 构成 的 。 由 下 面 的 讨论 可 以 看 出 , 当 
数学 哲学 家 们 在 谈 及 集合 的 迭代 观念 时 ， 他 们 的 思想 并 不 是 完全 
一 致 的 。 然 而 ， 人 们 通常 就 把 “元 素 先 于 集合 ?这 样 一 点 作为 选 代 
观念 的 主要 特征 。 第 三 ， “ 造 集 ?的 过 程 是 一 种 累积 式 的 过 程 ， 即 
在 某 一 阶段 及 先前 阶段 所 得 出 的 集合 都 被 看 成 是 “已 给 出 的 "， 从 
而 就 可 以 其 为 对 象 去 实行 新 的 集合 的 构造 。 第 四 ，“ 造 集 ” 的 过 程 
不 仅 包括 了 有 穷 的 迭代 ， 而 且 也 包括 了 超 穷 的 迭代 。 这 也 就 是 说 ， 
这 一 过 程 是 可 以 无 限制 地 继续 下 去 的 ， 从 而 ， 从 整体 上 说 ， 这 些 
集合 就 构成 了 一 个 完整 的 谱系 。 

王 浩 进而 指出 ，“ 汇 集 ” 运 算 也 即 迭 代 观 念 的 合理 性 在 于 以 下 
的 事实 : 我 们 可 以 同时 想到 (或 看 到 ) 两 个 (或 若干 个 ) 不 同 的 对 象 
(例如 ， 两 个 不 同 的 人 )， 也 即 可 以 在 已 给 出 的 对 象 之 间 建 立 某 种 
直觉 的 联系 ， 而 如 果 把 这 种 直 沉 能力 予 以 理想 化 ， 即 认为 我 们 可 
以 同时 想到 或 总 览 (run through or overview) 任意 多 个 乃至 无 
穷 多 个 对 象 ， 并 认为 可 以 无 限制 地 去 反覆 运用 这 种 直 沉 能 力 ， 这 
就 是 所 说 的 关于 集合 的 迭代 观念 。 

相对 于 所 说 的 迭代 观念 而 言 ， 王 浩 认为 ，ZFC 系 统 的 各 个 公 
理 都 是 真 的 。 从 而 ， 在 王 浩 看 来 ， 这 也 就 证 明了 ZFC 系 统 的 合理 
性 。 
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例如 ， 就 分 出 公理 5(z)(3)y(x) (xEy <> (XE€2z& 中 x)] 而 言 ， 
王 浩 指出 ， 由 于 z 是 一 个 集合 ， 我 们 就 可 总 览 z 的 所 有 元 素 ， 在 这 
一 过 程 中 我 们 当然 也 可 作出 任意 的 删除 ， 特 别 是 ， 在 一 种 理想 的 
意义 上 我 们 即 可 依据 所 说 的 谓词 中 去 进行 判断 并 删除 所 有 那些 不 
满足 这 一 谓词 的 元 素 ,这 样 ， 我 们 就 可 总 览 ? 中 所 有 满足 谓词 由 的 
元 素 , 而 这 也 就 表明 了 这 些 元 素 构成 了 一 个 新 的 集合 y。 

其 次 ,作为 寡 集 公理 [(z)( 习 y) (x) (xXEye*(w)(wEx->wEz) 
的 说 明 , 王 浩 指出 ,依据 分 出 公理 ,在 给 定 了 集合 z 的 情况 下 ,z 的 所 
有 于 集 都 是 已 给 出 的 ;进而 ,上 闸 提 及 的 我 们 可 以 作出 包括 某 些 删 
除 的 总 览 的 能 力 ， 显 然 不 仅 保证 了 z 的 各 个 子 集 的 存在 性 ,而 且 也 
保证 了 我 们 可 以 总 览 所 有 这 些 子 集 。 从 而 ,这 就 表明 了 z 的 知 集 的 
存在 性 。 

就 选择 公理 而 言 ， 则 可 作出 如 下 的 解释 ， 由 于 元 素 是 先 于 集 
合 而 存在 的 ， 因 此 ， 对 于 任 一 集合 z 来 说 ,如 果 它 是 由 两 两 互 斥 的 
非 空 集合 所 构成 的 ， 它 的 各 个 元 素 集中 的 元 素 就 一 定 是 先期 给 出 
的 ， 而 这 也 就 表明 了 对 于 它们 的 选择 可 以 构成 一 个 新 的 集合 (“ 代 
表 元 素 集 ”)。 

王 浩 关于 替换 公理 的 解释 是 这 样 的 ， 由 于 z 是 一 个 集合 ,我 们 
就 可 总 览 z 的 所 有 元 素 ， 如果 用 其 它 的 已 给 出 的 对 象 F(w) 去 取代 
z 的 每 一 个 元 素 w(F 是 一 个 函数 ) ,我 们 仍然 可 以 作出 相应 的 总 览 ， 
从 而 ， 所 有 的 F(w) 就 构成 了 一 个 新 的 集合 。 

最 后 ， 王 浩 指出 ， 上 述 的 迭代 观念 与 康 托 的 某 些 观 点 是 十 分 
接近 的 。 事 实 上 ， 康 托 在 不 同 的 时 间 与 场合 曾 对 集合 的 概念 作 过 
多 种 不 同 的 解释 。 例 如 ， 康 托 在 1883 年 曾 这样 写 道 ;“ 多 ， 可 以 被 
看 成 是 一 ， 即 是 这 样 一 个 总 体 ， 它 的 元 素 由 一 个 法 则 联 成 了 一 个 
整体 。” 另 外， 在 1895 年 , 康 托 则 给 出 了 如 下 的 解释 “所谓 “集合 ， 
是 指 把 确定 的 、 彼 此 可 以 加 以 区 分 的 直觉 或 思维 的 对 象 m 的 任意 
组 合 看 成 是 一 个 整体 M (m 就 称 为 M 的 “元 素 " 。?”) ( 转 引 自 < From 
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Mathematics to Philosophy», 第 188 页 .) 王 浩 指出 ， 康 托 的 后 一 种 观点 是 
与 迭代 观念 十 分 接近 的 ; 另外， 前 一 种 观点 则 相当 于 哥 德 尔 所 说 
的 关于 集合 的 逻辑 观念 。 与 哥 德 尔 一 样 ， 王 浩 也 认为 集合 论 眉 论 
所 涉及 的 只 是 集合 的 逻辑 观念 ， 而 与 迭代 观念 (进而 ， 与 数学 ) 是 
不 相干 的 。@ 从 而 ， 总 的 来 说 ， 在 王 少 看 来 ， 集 合 的 迭代 观念 就 
为 公理 集合 论 提 供 了 一 个 令 人 满意 的 解释 。 

2。 直觉 与 理性 认识 

对 于 究竟 什么 是 集合 的 迭代 观念 ， 以 及 这 一 观念 能 否 被 看 成 
公理 集合 论 的 令 人 满意 的 (认识 论 ) 基 础 的 问题 ， 存 在 有 各 种 不 同 
的 看 法 。 例 如 ， 曾 先后 在 克 耐 尔 、 险 佛 及 哥伦比亚 等 大 学 任教 的 
帕 森 斯 (C.Parsons) 就 曾 明确 地 提出 ,关于 集合 的 迭代 观念 并 不 是 
一 个 十 分 清楚 的 观念 在 1975 年 发 表 的 一 篇 论文 《什么 是 集合 的 先 
代 观 念 ? 》 中 ， 帕 森 斯 这 样 写 道 ， 在 这 一 论文 中 “我 将 针对 现今 所 
谓 的 “集合 的 迭代 观念 提出 一 些 问 题 。 对 于 有 关 文 献 的 仔细 检查 
将 会 表明 这 一 观念 并 不 像 它 所 应 当 是 的 那样 的 清楚 。”(<What is the 
Iterative Conception of Set?», 载 <Mathematics in Philosophy», Cern~ 
cell Univer， Press 1983 年 , 第 268 页 .) 

具体 地 说 ， 帕 森 斯 针对 王 浩 关于 迭代 观念 的 解释 提出 了 这 样 
一 些 问题 :第 一 ， 按 照 选 代 的 观念 ， 集 合 的 元 素 必须 先 于 这 一 集 
合 而 存在 。 但 是 ， 帕 森 斯 认为 ， 这 种 借助 于 时 间 概 念 的 描述 方法 
是 非常 不 精确 的 。 特 别 是 ， 关 于 “汇集 ”的 过 程 可 以 无 限制 地 继续 
下 去 的 说 法 更 假设 了 某 种 “ 超 穷 的 时 间 ” 的 概念 ， 而 这 显然 是 缺乏 


Q@ 具体 地 说 ， 依 据 排 中 律 , 任 一 很 好 定义 了 的 谓词 必然 或 者 适用 或 者 不 必用 于 
任 一 已 给 出 的 对 象 ， 从 而 ， 按 照 集 合 的 退 辑 珊 念 , 任 一 调 词 就 确定 了 一 个 相应 的 集 
合 {x| x}。 这 就 是 察 相 集合 论 中 的 概括 原则 。 然 而 ,我 们 已 经 知道 , 如果 不 加 限制 
地 去 使 用 概括 原则 , 就 会 导致 履 论 。 与 此 相反 ,按照 集合 的 选 代 观 念 , 元 素 必 须 先 于 集 
合 耐 存在, 而且“ 汇集" 的 过 程 是 可 以 无 限制 地 继续 下 去 的 , 从 而 ,任何 集合 就 都 不 可 能 
成 为 自身 的 元 素 ， 而 且 也 不 可 能 存在 有 所 谓 的 大 全 集 , 这 样 在 按照 渤 代 观 念 发 展 起 来 
的 集合 理论 中 ， 集 合 论 个 论 就 得 到 了 排除 。 
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明确 的 直观 基础 的 。 第 二 ,针对 王 浩 关 于 “汇集 ”的 运算 是 一 种 “总 
览 所 有 对 象 的 直觉 过 程 的 说 法 ， 帕 森 斯 指出 ,这 种 理想 意义 上 的 
直觉 能 力 事实 上 是 一 种 高 度 抽象 的 概念 ， 从 而 也 就 不 能 被 看 成 具 
有 明确 的 直观 基础 。 例 如 ， 针 对 王 洪 关于 等 集 公理 的 解释 ， 帕 森 
斯 提出 ， 由 我们 可 以 作出 包括 某 些 删除 的 总 览 的 能 力 ? 也 即 可 以 
总 览 已 给 出 集合 z 的 任 一 子 集 ， 到 “可 以 总 览 z 的 所 有 子 集 "， 显 然 
包括 了 一 个 重要 的 “飞跃 ?， 而 这 事实 上 也 就 意味 着 在 原先 的 观念 
中 所 包含 的 直观 成 分 的 表 失 。 因 为 ， 正 如 连续 统 问 题 的 讨论 所 已 
表明 的 ， 由 自然 数 集 (这 是 最 简单 的 无 穷 集 ) 到 相应 的 短 集 (实数 
集 ) 的 过 渡 ， 即 已 包含 了 严重 的 认识 图 难 (参见 第 三 节 )。 这 也 就 如 
帕 森 斯 所 说 ,，“ 在 把 这 一 观念 应 用 于 正 整 数 的 所 有 集合 的 集合 时 ， 
我 就 感到 无 法 理解 王 浩 关于 “ 直 党 地 总 览 ; 的 说 法 了 。” (< What is 
the Iterative Conception of Set?»,' 同 前 ,第 278 页 。) 另 外 ，, 就 替换 公理 的 
解释 而 言 ， 帕 森 斯 认为 ， 在 “用 其 它 的 已 给 出 的 对 象 F(w) 去 取 代 
集合 z 的 各 个 元 素 w? 时 ,如 果 认 为 这 种 替换 并 不 改变 我 们 对 于 相应 
总 体 的 总 览 能 力 ， 这 事实 上 就 完全 忽视 了 对 象 的 内 在 结构 一 一 在 
帕 森 斯 看 来 ， 这 一 过 滤 也 是 缺乏 明确 的 直观 基础 的 D 。 

综 上 所 述 ， 在 帕 森 斯 看 来 ， 集 合 的 迭代 观念 就 并 没有 为 公理 
集合 论 提 供 一 个 令 人 满意 的 直观 基础 。 

我 们 认为 ， 就 其 最 主要 的 结论 而 言 ， 帕 森 斯 的 分 析 是 很 有 道 
理 的 。 因 为 ， 即 使 从 最 一 般 的 角度 去 进行 分 析 ， 关 于 集合 的 迭代 
观念 也 不 能 说 是 一 个 建立 在 明确 直观 基础 上 的 十 分 清楚 的 观 念 。 
例如 ， 在 断言 可 以 由 已 给 出 的 对 象 去 作出 新 的 集合 时 ， 我 们 并 没 


@ “可 以 通过 以 下 的 比喻 对 巾 麻 斯 的 上 述 批评 作 进一步 的 说 明 :设想 有 这 样 一 位 
女 疏 ， 她 拥有 这 样 一 个 神奇 的 “水 晶 球 ”, 傍 助 于 它 或 者 可 以 “一 眼 " 看 到 世界 上 所 有 的 
人 ， 或 者 可 以 “一 眼 ? 看 到 一 个 人 的 过 去 。 现 在 和 未 来 , 今 问 能 否 用 这 个 水 晶 球 “ 一 眼 ” 
看 到 世界 上 所 有 人 的 过 去 、 现 在 和 未 来 ? 相信 大 多 数 人 的 回答 将 是 : “不 ”而 这 正 是 帕 
森 斯 的 论点 。 
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有 清楚 地 说 明 由 这 些 对 象 可 以 作出 什么 样 的 集合 ， 另 外 ， 如 果 没 
有 对 (时 间 上 ) 先 后 的 概念 作出 明确 的 规定 ， 我 们 显然 也 就 不 可 能 
正确 地 去 把 气 “ 达 代 ” 的 概念 (特别 是 “ 超 穷 迭代 ”的 概念 )。 

那么 ， 我 们 究竟 应 当 怎 样 看 待 集合 的 直觉 观念 ， 以 及 与 此 直 
接 相 联系 的 集合 论 的 认识 论 基础 的 问题 呢 ? 就 后 一 个 问题 而 言 , 我 
们 认为 ,除去 关于 和 迭代 观念 及 其 与 ZF 系统 诸 公 理 关 系 的 具体 分 析 
以 外 (这 正 是 王 浩 与 柏 森 斯 所 从 事 的 工作 )， 以 下 的 一 般 考虑 是 更 
为 重要 的 ， 妈 我们 关于 集合 的 直觉 是 否 可 能 为 抽象 的 公理 化 集合 
理论 提供 一 个 可 靠 的 认识 论 基 础 ? 无 可 否认 ， 素 朴 的 直观 背景 对 
于 公理 集合 论 的 研究 具有 重要 的 认识 论 和 方法 论 的 意义 .特殊 地 ， 
就 集合 的 迭代 观念 而 言 ， 由 于 这 一 观念 在 一 定 程度 上 是 可 以 直 党 
地 予以 把 握 的 ,也 即 是 与 人 们 的 整个 认识 框架 基本 上 相 一 致 的 , 因 
此 ， 在 所 说 的 意义 上 , 这 一 观念 就 的 确 为 ZF 系统 的 合理 性 提供 了 
一 定 的 说 明 ， 而 这 事实 上 也 就 是 ZF 系统 (及 BG 系统 ) 之 所 以 获得 
普遍 承认 的 一 个 重要 原因 。( 与 此 相反 ，N F 系 统 与 ML 系统 则 就 
因为 缺乏 必要 的 直观 基础 而 被 认为 仅仅 是 一 种 “不 自然 的 人 工 设 
、 计 ”。) 另 外 ， 这 种 关于 集合 的 直觉 也 为 公理 集合 论 的 进一步 发 展 ， 
特别 是 新 公理 的 选择 提供 了 一 定 的 依据 (对 此 例如 可 参见 王 洪 : 
《从 数学 到 哲学 》， 第 六 章 , 第 四 节 ) ,一 般 地 说 ,这 种 关于 集合 的 直 
觉 事 实 上 即 是 为 公理 化 集合 论 提供 了 一 个 “直观 的 模型 ”， 而 这 对 
于 抽象 的 理论 研究 当然 是 一 种 十 分 有 用 的 辅助 工具 。 从 而 ， 总 的 
来 说 ， 关 于 集合 的 直觉 也 就 具有 直接 的 方法 论 意义 。 尽 管 人 们 关 
于 集合 的 直觉 具有 重要 的 认识 论 和 方法 论 的 意义 ， 但 是 ， 作 为 问 
题 的 另 一 方面 ， 我 们 又 应 看 到 这 种 直觉 不 可 能 为 公理 集合 论 提 供 
一 个 可 靠 的 认识 论 基础 。 因 为 ， 第 一 ， 所 谓 直 觉 的 观念 并 不 是 一 
种 先天 的 认识 ， 而 是 受 实际 认识 活动 (包括 理性 认识 ) 的 制约 并 且 
随 着 认识 的 深入 面 得 到 发 展 和 深化 的 。 例 如 ， 正 如 前 面 的 讨论 所 
已 表明 的 。 关 于 集合 的 直 党 观念 ,特别 是 关于 集合 的 欠 代 观念 ,本 


44 


身 就 是 随 着 集合 理论 ， 尤 其 是 公理 化 集合 理论 研究 的 深入 逐步 得 
到 建立 和 发 展 的 ， 在 康 托 那 里 这 种 观念 充其量 只 能 说 处 于 萌芽 的 
状态 ， 其 后 ， 在 哥 德 尔 那里 ， 这 一 观念 得 到 了 初步 的 明确 表述 
(在 这 方面 还 应 提 有 玉米 力 曼 诺 夫 C(Mirimanoff]、 汉 “。 诺 意 曼 、 贝 尔 
纳 斯 等 人 的 工作 。 对 此 例如 可 参见 王 尘 :《 从 数学 到 哲学 》， 第 六 
章 )， 而 又 只 是 到 了 更 后 的 阶段 ,关于 集合 的 迭代 观念 才 得 到 了 较 
为 系统 的 表述 ,而 这 又 正 是 以 公理 化 集合 论 的 研究 为 直接 背景 的 。 
第 二 ， 如 果 始 终 停 留 于 素 朴 的 、 直 观 的 水 平 上 的 话 ， 所 说 的 直觉 
就 必然 地 只 能 是 一 种 含糊 的 概念 ,而 只 有 借助 严格 的 形式 理论 , 相 
应 的 概念 :才能 得 到 严格 的 表述 ， 然 而 ， 在 后 一 种 情况 下 ， 我 们 所 
作 的 就 并 非 ( 或 者 说 ， 并 非 仅仅 是 ) 由 直觉 去 建立 相应 的 理论 ， 恰 
恰 相 反 ， 我 们 事实 上 即 是 用 理论 (公理 ) 去 明确 定义 (或 者 说 ,重新 ， 
定义 ) 相 应 的 概念 。 综 上 可 见 , 在 关于 集合 的 直觉 与 抽象 的 公理 化 
集合 理论 之 间 所 存在 的 就 并 非 是 一 种 单方 面 的 “保证 ?关系 ， 而 是 
一 种 既 对 立 、 又 互相 依赖 、 相 互 促进 的 辩证 关系 。( 对 此 王 浩 也 是 
明确 承认 的 。 如 他 所 说 :无 人 否认 我 们 关于 集合 的 直觉 是 发 展 
的 ”又 “应 当 承认 ,迭代 的 观念 并 不 是 完全 清楚 的 ， 一 些 新 的 公理 
可 能 将 使 我 们 的 意图 变 得 更 加 精确 ， 另 一 些 则 可 能 以 一 种 自然 的 
方式 对 我 们 的 观念 加 以 扩展 或 修正 。”(«From Mathematics to Philoso-~ 
phy»，, 第 302、301 页 ) 。 从 而 ， 我 们 也 就 不 可 能 借助 于 关于 集合 的 直 
党 来 为 公理 化 集合 论 提供 一 个 可 靠 的 认识 论 基础 。 

为 了 更 清楚 地 说 明 关于 集合 的 直 党 与 公理 化 集合 理论 之 间 的 
辩证 关系 ， 我 们 再 来 对 布 勤 斯 (G.Boolos) 的 有 关 工 作 作 一 介 绍 。 

在 1971 年 发 表 的 论文 《集合 的 迭代 观念 (KThe Iterative C- 
onception of Set»》) 中 ， 布 勒 斯 也 曾 对 集合 的 迭代 观念 及 其 与 ZF 
系统 的 关系 进行 了 分 析 。 与 王 浩 的 前 述 工 作 相 比 ， 布 勒 斯 的 研究 
的 主要 特点 是 ,他 并 没有 由 所 谓 的 近代 观念 直接 过 渡 到 ( 策 墨 罗 系 
统 和 ) ZF 系统 ， 而 是 首先 发 展 起 了 一 个 介 于 两 者 之 间 的 形式 理 
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论 一 一 阶段 理论 (the Stage Theory)， 而 这 事实 上 就 可 看 成 对 于 
集合 的 近代 观念 的 明确 说 明 ( 或 部 分 地 明确 说 明 )。 

按照 布 勒 斯 的 观点 ， 关 于 集合 的 迭代 观念 可 以 表述 如 下 : 

所 谓 集合 即 是 指 在 下 述 过 程 中 的 任 一 阶段 得 到 构造 的 总体， 
我 们 以 个 体 作为 出 发 点 ,个 体 并 不 是 集合 。 在 阶段 0 ,构成 个 体 的 
所 有 可 能 的 组 合 。 例 如 ， 如 果 只 有 一 个 个 体 a 的 话 , 在 阶段 0 所 构 
成 的 就 是 如 下 的 两 个 集合 ，A( 空 集 ) 和 {a}， 如 果 没 有 任 何 个 体 
的 话 ( 这 就 是 所 谓 的 “纯粹 集合 论 ”)， 在 阶段 0 所 构成 的 唯一 集合 
就 是 空 集 人 。 在 阶段 1, 构 成 个 体 及 阶段 0 所 构成 的 集合 的 所 有 可 
能 的 组 合 (如 果 这 些 集合 尚未 得 到 构造 的 话 ) 。 例 如 ， 在 只 有 一 个 
个 体 a 的 情况 下 ， 在 阶段 1 得 到 构造 的 就 是 如 下 的 6 个 集合 ， 

{A},{{a}}, {Aa}, {A {a}}, {a, {a}} , {A sa, {a}} 
另外 ， 在 没有 任何 个 体 的 情况 下 ， 在 阶段 1 得 到 构造 的 则 是 如 下 
的 集合 ，{A} 。 一 般 地 说 ， 在 阶段 n 所 构成 的 就 是 个 体 及 所 有 在 
先前 的 阶段 m(m<n) 得 到 构造 的 集合 的 一 切 可 能 的 组 合 〈 如 果 这 
些 集 合 尚未 得 到 构造 的 话 )。 另 外 ， 集 合 的 构造 是 一 个 超 穷 的 过 
程 ， 例 如 ， 在 阶段 0、 阶 段 1、 阶 段 2…… 以 后 ， 就 有 所 谓 的 阶段 
o(o 是 第 一 个 超 穷 序数 )， 在 阶段 @ 所 构成 的 即 是 个 体 及 所 有 在 
阶段 0(、 阶 段 1、 阶 段 2…… 得 到 构造 的 集合 的 一 切 可 能 的 组 合 。 类 
似 地 ， 在 阶段 @ 之 后 又 有 阶段 (@ + 1)， 阶 段 (o@ + 2)，……。 一 般 
地 说 ， 这 种 延伸 与 穷竭 的 过 程 即 是 与 超 穷 序数 的 构造 过 程 直接 相 
对 应 的 : 

本 家 2 3 Oo 
o+l ，ao+2 ，o+3 …… o+o( 即 ov"2) 
os2+1，o*2+2，o0*2+3… oO"2+@( 即 ov3) 


显然 ， 与 王 浩 的 解释 一 样 ， 布 勒 斯 在 此 所 给 出 的 也 只 是 一 种 
较为 含糊 的 观念 ， 然 而 ， 通 过 由 这 种 素 朴 的 描述 过 滤 到 如 下 的 阶 
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段 理 论 ， 关 于 集合 的 选 代 观 念 就 (部 分 地 ) 得 到 了 明确 的 表述 : 
阶段 理论 中 所 使 用 的 语言 工 是 这 样 的 : 变 量 x，y，…… 和 r， 
Sy ee 分 别 代 表 集 合 和 阶段 ， 另 外 ， 除 “E ”( 属 于 ) 和 “= ”( 等 于 ) 
这 两 个 谓词 外 ， 在 工 中 还 包含 有 如 下 的 两 个 二 元 谓词 : E 和 F, 它 
们 的 意义 分 别 为 : 
sEt<> 阶 段 s 先 于 阶段 t; 
xFs*> 集 合 x 是 在 阶段 s 得 到 构成 的 。 
阶段 理论 的 公理 可 分 为 两 组 。 第 一 组 表明 了 在 近代 观念 中 所 
用 到 的 阶段 是 怎样 一 种 结构 (如 果 借 用 帕 森 斯 的 表达 方式 ,这 也 就 
是 指 在 迭代 观念 中 所 采用 的 是 怎样 一 种 [ 超 穷 的 ] 时 间 结 构 ) : 
L: (s)~sEs 
这 是 指 没 有 一 个 阶段 先 于 自身 (也 即 “ 先 于 ”的 关系 是 “ 反 自 反 的 ”)。 
L， (r)(s)(t)(rEs&sEt—>rEt) 
这 是 指 “ 先 于 ”的 关系 具有 “可 传 性 ”。 
Ls (s)(t)(sEt Vs=tVtEs) 
这 就 是 说 ， 在 任意 的 两 个 阶段 与 {之 间 ， 至 少 存在 如 下 三 个 关系 
中 的 一 个 ，s 先 于 t，s 等 于 t, t 先 于 (也 即 “ 先 于 ”的 关系 具有 “连通 
性 ”)。 
Ls (3s)(t)(t*s->sEt) 
这 就 是 说 ， 存 在 有 最 先 的 阶段 。 
Ls (s)(3t)(sEt&(r)(rEt->(rEsVr=s))) 
这 就 是 说 ， 对 每 一 阶段 来 说 ， 都 存在 一 个 “ 紧 随 其 后 "的 阶段 。 
Le (3s)((jt)tEs&(t)(tEs->(3r)(tEr&rEs))) 
这 就 是 说 ， 存 在 这 样 的 阶段 ， 它 并 非 最 先 的 阶段 ， 同 时 也 并 非 任 
一 阶段 的 “直接 后 继 ”。 显 然 ,这 就 是 所 谓 的 阶段 @。 
另 一 组 公理 表明 了 集合 的 构成 方式 : 
L,1 (x)(3s)(xFs&(t)(xFt->t=s)) 
这 就 是 说 ， 所 有 集合 都 是 在 某 个 唯一 确定 的 阶段 构成 的 。 
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Ls (x)(y)(s)(t)((yExRxFsQyFt) >tEs) 
这 就 是 说 ， 集 合 的 元 素 先 于 这 一 集合 ， 也 即 是 在 较 先 的 阶段 构成 
的 。 

Lo (x)(s)(t)(xFs&tEs—> 

(3y) (3r)(yY E x&yFr&(t=rVtEr))) 

这 就 是 说 ， 集合 是 在 最 先 的 “可 能 阶段 ”得 到 构造 的 。 这 也 就 是 说 ， 
如 果 一 个 集合 x 是 在 阶段 得 到 构造 的 ， 那 么 ， 对 于 任 一 较 先 的 阶 
段 t 来 说 ， 至 少 有 x 的 一 个 元 素 y 是 在 阶段 ! 或 在 其 后 的 阶段 得 到 构 
成 的 。( 从 而 ，. 就 不 可 能 出 现 这 样 的 情况 :一 个 集合 的 所 有 元 素 在 
某 一 阶段 前 都 已 得 到 了 构造 ， 然 而 ， 如 果 这 一 集合 本 身 尚未 得 到 
构造 的 话 ， 它 却 没 有 在 这 一 阶段 得 到 构造 。) 

Li。 这 是 一 个 公理 模式 〈 布 勤 斯 称 之 为 规范 公理 CSpecifi- 
cation Axioms]) ， 

(sS)(37)(x)(xEyer(x&(3t)(tEs&xFt))) 
其 中 ， 中 是 一 个 不 包含 自由 变 元 y 的 谓词 。 
这 一 公理 (部 分 地 ) 体 现 了 这 样 的 思想 : 在 任 一 阶段 ， 我 们 可 以 构 
成 在 先前 阶段 所 已 构造 的 集合 的 一 切 可 能 的 集合 。 这 也 就 是 说 ,在 
保证 “元 素 先 于 集合 ”的 原则 下 ,我 们 可 以 使 用 概括 原则 去 “ 造 集 ” 。 

Li 这 也 是 一 个 公理 模式 ( 布 勤 斯 称 之 为 归纳 公理 CInduc- 
tion Axioms]) ， 

(s)((t)(tEs—>(x)(xFt->0x)-—>(x) (xFs—>0x))— 

(s)(x)(xFs—>0x) 

为 了 对 此 进行 说 明 ， 可 以 首先 引进 如 下 的 概念 : 

一 个 阶段 S 称 为 被 一 谓词 9 所 覆盖 ,如 果 这 一 谓词 适用 于 所 有 
在 这 一 阶段 得 到 构造 的 集合 ( 即 0 “覆盖 阶段 ”> (x) (xFs 一 0x))。 

进而 ， 归 纳 公理 所 肯定 的 就 是 ,如 果 由 所 有 先 于 某 一 阶段 的 
阶段 芍 某 一 谓词 4 所 覆盖 即 可 推出 这 一 阶段 也 为 9 所 覆盖 ,那么 ， 
9 就 覆盖 了 所 有 的 阶段 ， 也 即 适用 于 任 一 集合 。 
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布 惑 斯 指出 ， 由 阶段 理论 出 发 ， 借 助 于 逻辑 演绎 即 可 推出 策 
墨 罗 系统 中 的 所 有 公理 。 

例如 ， 在 规范 公理 中 令 gx<>x = x, 我 们 就 得 到 了 

(S)(37)(x)(xEye*(xX=X&(3t)(tEs&xFt))) 
这 就 是 说 ， 在 任 一 阶段 s, 都 有 这 样 一 个 集合 y, 它 是 由 所 有 在 先前 
阶段 得 到 构造 的 集合 所 组 成 的 。 特 殊 地 ， 就 阶段 0 而 言 (这 即 是 工 ， 
所 肯定 的 “最 先 的 阶段 >), 由 于 这 是 最 先 的 阶段 ， 就 不 可 能 有 任何 
集合 在 此 之 先 已 经 得 到 了 构造 ， 因 此 ， 这 一 公理 所 肯定 的 就 是 不 
包含 任何 元 素 的 集合 ， 也 即 空 集 的 存在 性 。 另 外 ， 如 果 将 这 一 公 
理应 用 于 L。 所 肯定 的 阶段 ?*， 则 就 立即 获得 了 策 黑 罗 系统 中 的 无 
穷 公理 。 

类 似 地 ， 如 果 分 别 令 “gxe (x=ZVx=w)” 
和 中 xce*(3w)(xEw&wEz)" 以 及 “bxe>(w)(wEx->wEz)2， 
我 们 就 有 : 

(sS)(37)(x)(xEGye*((K=2Vx=w)&(t)(tEs&xFt)))3 

(s) (3y)(x)(x€EY)O 

((3w)GxzEw&wEz)&(t)(tEsS&xFt)))5 
〈《S)(37)(x)(xXEye((w)(CwEGX- 
wEz)&(3t)(tEsS&xFt))) 

显然 ， 由 这 三 个 公式 又 可 分 别 推出 策 墨 罗 系 统 中 的 对 偶 公 理 、 并 
集 公理 和 知 集 公理 。 

/另外 ， 由 规范 公理 及 公理 L ;和 L 我 们 又 可 推出 策 墨 罗 系统 
中 的 分 出 公理 ， 而 如 果 由 归纳 公理 出 发 的 话 (再 加 上 公 理工 1 和 
Ls)， 则 不 仅 可 以 得 出 前 述 的 基础 公理 ， 而 且 可 以 推出 如 下 的 更 
为 一 般 的 基础 公理 (模式 ) : 

(3x) $x—>(I3x) (dx&(y) (YE XxX->~q7)) 2 
(后 一 公理 所 断言 的 是 ， 如 果 一 个 谓词 适用 于 某 一 集合 , 那 就 一 定 
存在 这 样 的 “最 小 集合 "， 这 一 谓词 适用 于 这 一 集合 但 却 不 适 于 安 
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的 任何 一 个 元 素 。 正 因为 此 ， 这 一 公理 [模式 ] 有 时 就 被 称 为 集合 
论 的 “最 小 原则 ”。) ” 

这 样 ， 我 们 就 由 阶段 理论 推出 了 策 墨 罗 系 统 中 的 所 有 公理 。 

尽管 由 阶段 理论 可 以 推出 策 墨 罗 系统 ， 但 是 ， 这 一 理论 却 不 
足以 推出 替换 公理 和 选择 公理 。 当 然 ， 在 此 可 以 尝试 用 在 阶段 理 
论 中 引进 新 的 更 强 的 公理 的 方法 去 解决 问题 ， 但 是 ， 在 布 勒 斯 看 
来 ， 这 些 规 定 并 不 属于 集合 的 迭代 观念 .( 尽 管 他 也 认为 阶段 理论 
只 是 对 于 这 一 观念 的 部 分 的 表述 @ ， 从 而 就 存在 有 作出 新 的 发 展 
的 可 能 性 。) 

由 于 认为 阶段 理论 是 迭代 观念 (部 分 地 ) 的 精确 表述 ,因此 , 布 
勘 斯 最 终 就 得 出 了 这 样 的 结论 : 上述 工作 已 经 表明 了 策 因 罗 系 统 
的 合理 性 。 如 他 所 说 ;集合 论 悖 论 的 最 终 和 令 人 满意 的 解决 不 可 
能 表现 为 这 样 一 种 理论 ， 其 中 通过 对 公理 的 人 为 限制 阻止 了 悖 论 
的 导出 ， 而 这 些 限 制 的 提出 则 又 仅仅 是 为 了 排除 悖 论 。 所 有 其 它 
的 (集合 ) 理 论 都 是 依靠 这 种 人 为 的 设计 得 以 生存 的 , 而 唯 有 ZF 系 
统 (及 其 扩展 和 子 系统 ) 不 仅 是 (明显 地 ) 相 容 的 ， 而 且 还 具有 独立 
的 发 展 动力 。 这 就 是 说 ， 它 具有 一 定 的 “直观 背景 '"， 对 此 可 以 用 
一 种 素 朴 的 、 非 形式 的 方式 加 以 描述 ， 而 且 ， 即 使 在 素 朴 集合 论 
是 相 容 的 情况 下 ， 这 种 思想 也 会 得 到 提出 和 进一步 的 发 展 。”«The 
Iterative Conception of Set», 载 «Philosophy of Mathematics,Selected R- 
eadings»，1983 年 版 ， 第 490 页 。) 

将 布 勒 斯 与 王 浩 的 工作 加 以 比较 ， 容 易 看 出 两 者 的 区 别 不 仅 
在 于 研究 的 方法 ， 而 且 也 表现 在 具体 的 结论 上 。 显 然 ， 这 也 就 更 


@@ 因为 。 从 根本 上 说 ， 阶 委 理 论 并 没有 完全 解决 上 面 所 已 提 及 的 两 个 问题 
第 一 ， 由 已 给 出 的 对 象 究竟 可 以 构造 出 什么 样 的 集合 一 一 如 前 所 述 ， 这 是 与 构造 等 
集 的 运算 ， 从 而 也 就 是 与 连续 统 假设 直接 相关 的 ， 第 二 ， 我 们 所 采用 的 究竟 是 怎样 
一 种 “起 穷 的 时 间 结构 "。 
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清楚 地 表明 了 在 直觉 与 理性 认识 之 间 所 存在 的 既 对 立 、 又 互相 依 
总 的 辩证 关系 。 从 而 ， 我 们 就 既 应 充分 肯定 对 集合 概念 进行 深入 
分 析 的 重要 意义 (这 也 就 如 伯 纳 塞 洛 夫 与 普 特 南 在 《数学 哲学 论文 
集 》" 二 版 序言 "中 指出 的 ， 这 是 一 个 十 分 普遍 的 意见 ， 即 认为 “和 
代 的 描述 为 [集合 论 的 ] 标 准 公理 提供 了 一 个 直观 的 论据 ”[ 同 前 ,第 
30 页 。))， 但 同时 又 应 避免 过 分 她 夸大 这 种 研究 的 意义 。 这 也 就 
是 说 ， 我 们 不 能 把 直 党 看 成 是 集合 论 合理 性 的 最 终 依据 ， 更 不 能 
认为 集合 的 迭代 观念 最 终 地 解决 了 整个 数学 的 可 靠 性 问题 (事实 
上 上， 上述 的 讨论 表明 ， 在 选 代 的 观念 中 已 经 用 到 了 序数 〔 超 穷 序 
数 ] 及 函数 的 概念 ,因此 ， 我 们 就 不 应 再 片面 强调 集合 论 的 基础 作 
用 )。 

综 上 所 述 ， 集 合 论 的 研究 就 是 在 直 党 与 理性 认识 的 辩证 运动 
中 得 到 发 展 和 深化 的 ， 这 事实 上 也 就 是 整个 数学 发 展 的 必 由 之 
路 。 


2.3 ”柏拉图 主义 与 形式 主义 的 争论 


除去 集合 概念 的 分 析 以 外 ， 数 学 哲学 家 们 还 以 集合 理论 为 具 
体 对 象 从 事 了 数学 哲学 基本 问题 的 分 析 。 正 如 前 面 已 指出 的 ， 这 
种 研究 之 所 以 得 到 人 们 的 普遍 重视 是 有 其 历史 原因 的 ， 然 而 ， 相 
对 于 先前 的 研究 特别 是 基础 研究 时 代 的 有 关 工 作 ， 它 的 性 质 又 已 
发 生 了 重要 的 变化 。 下 面 我 们 将 首先 对 现代 数学 哲学 中 关于 集合 
理论 分 析 的 性 质 作 出 明确 的 说 明 ， 其 次 将 围绕 连续 统 问题 对 柏 拉 
图 主义 与 形式 主义 的 争论 作 一 介绍 。 除 去 对 于 集合 理论 深入 发 展 
的 直接 的 指导 意义 外 ， 这 种 争论 也 可 以 看 成 实在 论 与 非 实在 论 在 
数学 本 体 论 问题 上 的 基本 对 立 在 集合 论 中 的 具体 表现 。 
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1。 对 于 “大 集合 论 基础 ”的 观点 的 反对 

如 所 知 ， 集 合理 论 在 逻辑 主义 的 基础 研究 中 曾 占有 十 分 重要 
的 地 位 : 由 于 认为 全 部 数学 都 可 以 以 集合 理论 为 基础 得 到 建立 ， 
因此 ， 在 逻辑 主义 者 看 来 。 如 果 能 够 清楚 地 说 明 集 合理 论 的 “ 逻 
辑 性 质 ", 整 个 数学 的 逻辑 性 质 也 就 得 到 了 证 明 。 然 而 ， 与 逻辑 主 
义 的 愿望 相反 ， 深 入 的 分 析 表 明 集 合理 论 并 不 能 被 完全 纳入 逻辑 
的 范畴 ， 从 而 ， 逻 辑 主义 的 基础 研究 就 未 能 实现 原先 的 目标 。@ 
就 集合 论 的 哲学 分 析 而 言 。 上 述 的 历史 发 展 显然 也 就 表明 了 我 们 
不 应 过 份 地 夸大 这 种 工作 的 意义 。 一 般 地 说 ， 一 些 数学 哲学 家 则 
更 为 明确 地 对 所 谓 的 “大 集合 论 基础 "的 观点 提出 了 批评 。 

所 谓 “ 大 集合 论 基 础 "， 具 体 地 说 ， 是 指 这 样 的 观点 :“ 数 学 即 
是 能 够 用 证 明 的 逻辑 规则 从 集合 论 的 ZF 系 统 得 到 发 展 的 一 门 学 
科 ”， 从 而 ,我 们 也 就 可 以 通过 集合 理论 的 分 析 去 把 握 获 个 数学 的 
本 质 。 就 数学 哲学 的 现代 发 展 而 言 ,“ 大 集合 论 基础 ?的 观点 已 经 是 
为 人 们 所 抛弃 的 了 。 例 如 ,麦克 兰 就 曾 从 十 分 一 般 的 角度 对 此 进 
行 了 批判 。 

麦克 兰 指出 ,“ 大 集合 论 基础 是 对 数学 的 错误 片面 的 观点 "。 因 
为 ，“ 首 先 , 它 没有 适当 地 描述 以 集合 论 为 出 发 点 去 构造 哪些 有 关 
的 数学 结构 。 从 集合 论 出 发 推演 可 得 到 非常 多 的 如 此 的 结构 ， 但 
事实 上 只 有 少数 结构 获得 重要 的 地 位 …… “大 基础 * 没 有 提供 任何 
方式 去 解释 这 些 概念 的 选择 。? 事 实 是 ， 按 照 麦 克 兰 的 观点 ， 这 种 
选择 是 由 外 部 的 因素 及 其 它 一 些 与 基础 的 考虑 不 相同 的 因素 (如 
概念 的 深度 、 广 度 ) 所 决定 的 。“ 其 次 ， 集 合 论 基 本 上 与 大 多 数 
的 数学 实践 无 关 …… 事 实 上 集合 论 根本 不 是 所 有 数学 的 基础 ， 而 
只 是 数学 的 一 门 极 度 专门 化 的 分 支 ? 此 外 ， 大 集合 论 基 础 还 有 着 
其 它 更 技术 性 的 缺点 。(《 数 学 模型 >， 同 前 ， 第 52 一 53 页 。) 从 而 ， 在 
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麦克 兰 看 来 , “大 集合 论 基 础 ?并 没有 正确 地 反映 数学 的 本 质 。 

除去 对 “大 集合 论 基础 ?的 批评 以 外 ， 一 些 数学 哲学 家 还 曾 从 
其 它 的 角度 对 集合 论 的 研究 进行 了 分 析 。 例 如 ,在 一 篇 题 为 《自然 
数 不 可 能 是 什么 ?的 论文 中 ， 伯 纳 塞 洛 夫 就 曾 围绕 “自然 数 究竟 是 
什么 ”的 问题 对 此 进行 了 分 析 。 
人 伯 纳 塞 洛 夫 首先 指出 ， 自 然 数 理论 可 以 以 集合 论 为 基础 得 到 
建立 : 我 们 可 以 由 集合 理论 出 发 明确 地 给 出 “1”、“ 自 然 数 ”"、“ 后 
继 ” 等 概念 及 加 法 和 乘法 的 定义 ,并 可 证 明 算术 的 各 个 法 则 可 以 由 
此 而 得 到 推导 。 但 是 ， 伯 纳 塞 洛 夫 紧 接 着 又 指出 ,这 种 “集合 论 的 
解释 ?并 不 能 有 效 地 解决 “自然 数 究竟 是 什么 ?的 问题 。 因 为 ,由 集 
合理 论 出 发 去 开展 自然 数理 论 可 以 借助 两 种 不 同 的 方式 得 以 实 
现 : 我 们 或 者 可 以 把 自然 数 定义 为 以 下 的 序列 : 

{AY {AS {A {A AIA AH 3 
也 可 以 把 自然 数 定义 为 序列 : 

{Ah AH AT o 
.而 且 ， 就 自然 数理 论 的 建立 来 说 ， 这 两 种 方式 可 以 说 是 等 效 的。 
例如 ， 在 两 者 之 中 都 可 建立 “大 小 ”的 关系 ， 且 可 证 明 这 种 关系 与 
通常 所 说 的 自然 数 的 大 小 关系 是 相 一 致 的 ， 在 两 者 之 中 也 都 可 以 
建立 “基数 ”的 概念 ， 并 可 证 明 一 个 集合 有 K 个 元 素 当 且 仅 当 在 这 
些 元 素 与 所 有 小 于 或 等 于 KK 的 自然 数 (序数 ) 之 间 可 以 建立 一 一 对 
应 的 关系 。 然 而 ， 这 又 毕 况 是 两 种 不 同 的 定义 方式 ， 因 此 ， 如 果 
联系 集合 的 概念 进行 分 析 的 话 ， 也 就 有 一 些 不 相 一 致 的 结果 。 例 
如 ， 按 照 第 一 种 解释 ,对 于 任意 的 两 个 自然 数 x 和 y 来 说 ,x 大 于 y 当 
且 仅 当 y 是 x 的 一 个 元 素 ， 而 这 对 于 第 二 种 解释 显然 是 不 对 的 ， 类 
似 地 ， 在 第 一 种 理论 中 可 以 证 明 自然 数 n 恰 有 n 个 元 素 ， 而 在 第 二 
种 理论 中 所 有 的 自然 数 都 只 有 一 个 元 素 。 从 而 ， 我 们 也 就 不 可 能 
利用 集合 论 对 “什么 是 自然 数 ” 的 问题 作出 令 人 满意 的 解答 。 

依据 上 面 的 分 析 ， 伯 纳 塞 洛 夫 最 终 引 出 了 这 样 的 结论 : 自然 
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数 不 可 能 是 集合 > 。(《(CWhat numbers Could not be», 载 Phil~ 
osophy of Mathematics，Selected Readings», 1983 年 版 ， 第 290 页 .) 显然 ， 
这 也 就 更 为 清楚 地 表明 了 以 集合 论 为 工具 去 从 事 一 般 数 学 斩 学 阅 
题 分 析 的 局 限 性 。 

综 上 所 述 ,我 们 就 不 应 过 份 地 夸大 集合 论 哲 学 分 析 的 意义 。 然 
而 ， 作 为 问题 的 另 一 方面 ,我们 又 应 清楚 地 看 到 这 种 研究 的 意义 。 
除 所 已 提 及 的 关于 集合 概念 分 析 的 认识 论 和 方法 论 的 意义 外 ， 这 
里 还 应 强调 这 样 一 个 事实 ， 就 是 集合 理论 由 于 其 特殊 性 质 事实 上 
成 了 数学 哲学 中 各 种 对 立 观 点 斗争 的 一 个 焦点 。 这 就 如 同 莫 斯 托 
夫 斯 基 在 对 自 1930 至 1964 年 间 数 理 逻 辑 和 数学 基础 的 研究 进行 总 
结 时 所 指出 的 ;集合 论 的 哲学 意义 是 显然 的 ， 与 数学 有 关 的 基本 
认识 论 问题 在 集合 论 问题 上 找到 最 好 的 例证 。……( 对 不 大 抽象 的 
部 分 ， 问 题 不 那么 尖锐 ， 因 为 我 们 懂得 怎样 把 实际 生活 和 科学 所 
需要 的 东西 形成 数学 理论 。)”(《 数 学 基础 研究 三 十 年 2, 第 156 页 .) 特殊 
地 ，60 年 代 关 于 连续 统 假设 独立 性 的 证 明 就 直接 导致 了 现代 数学 
哲学 中 柏拉图 主义 与 形式 主义 争论 的 新 的 高 潮 。 从 而 ,总 的 来 说 ， 
尽管 关于 集合 论 的 哲学 思考 不 能 被 认为 是 数学 哲学 的 核心 内 容 ， 
但 这 仍然 是 现代 数学 哲学 研究 的 一 个 重要 组 成 部 分 。 

2。 柏拉图 主义 与 形式 主义 围绕 连续 统 问 题 的 争论 

(1) 数学 中 的 柏拉图 主义 通常 是 指 这 样 一 种 观点 ， 即 认为 数 
学 对 象 是 一 种 不 依赖 于 思维 的 独立 存在 ， 从 而 ， 柏 拉 图 主义 就 首 
先是 一 种 本 体 论 ;其 次 ,由 于 数学 对 象 作 为 一 种 普遍 概念 (“ 共 相 ”) 
显然 不 可 能 是 一 种 经 验 的 存在 ， 因 此 ， 柏 拉 图 主义 者 往往 又 突出 
地 强调 了 直 党 在 数学 的 认识 活动 中 的 作用 ， 即 认为 数学 的 认识 可 
以 唯一 地 建立 在 直觉 (与 证 明 ) 之 上 ， 这 样 ， 柏 拉 图 主义 也 就 是 一 
种 认识 论 。 例 如 ， 伯 纳 塞 洛 夫 与 普 特 南 就 曾 对 柏拉图 主义 作 了 如 
下 的 描述 : 按照 柏拉图 主义 的 观点 , “数学 是 由 这 样 的 命题 所 组 成 
的 ， 它 们 论 及 的 是 一 个 由 熟悉 的 数学 对 象 (诸如 集合 、 数 、 函 数 与 


54 


空间 等 ) 所 组 成 的 独立 的 实在 ,数学 发 现 即 是 对 于 这 一 独立 存在 的 
实在 的 真理 的 揭示 ,这 种 发 现 是 通过 由 公理 出 发 的 演绎 得 出 的 ,而 
我 们 则 是 借助 于 一 种 与 感性 经 验 (这 只 能 给 我 们 以 关于 经 验 世 界 
的 知识 ) 相 异 的 特殊 的 直觉 能 力 认识 到 这 些 公理 的 真理 性 的 。” 
(«Philesophy of Mathematics，Selected Readings>， 前 言 , 1983 年 版 ， 第 30 
页 .) > 

柏拉图 主义 在 数学 家 中 有 着 十 分 广泛 的 影响 。 例 如 ， 古 德 曼 
就 曾 写 道 ， 柏 拉 图 主义 “对 我 来 说 似乎 是 关于 纯粹 数学 家 在 做 些 
什么 这 个 问题 的 一 个 美好 的 、 令 人 满意 的 说 明 。 确 实 ， 我 感到 大 
部 分 当代 数学 家 ， 即 使 他 们 现在 未 被 清楚 有 力 的 表达 所 迷惑 ， 也 
将 接受 这 种 观念 的 变种 。”(《 数 学 是 客观 的 科学 》, 同 前 ,第 58 页 ,) 另外 ， 
作为 形式 主义 的 主要 代表 人 物 之 一 ， 柯 享 也 曾 明确 地 承认 :“ 我 觉 
得 避免 一 切 迁 回 曲折 的 说 法 并 承认 集合 是 一 个 现存 的 实在 ， 这 是 
一 个 我 不 得 不 加 以 抵制 的 巨大 的 审美 上 的 诱惑 。” (<Comments on 
the Foundations of Set Theory», 载 kAxiomatic Set Theory» ed. D. S. 
Sott.) 

柏拉图 主义 之 所 以 具有 广泛 的 影响 是 有 其 深刻 的 认识 论 根 源 
的 。 任 何 稍 有 数学 知识 的 人 都 一 定 会 有 这 样 的 体会 ， 就 是 我 们 在 
数学 中 所 从 事 的 是 一 种 客观 的 研究 。 这 也 就 是 说 ， 我 们 不 能 随心 
所 和 欲 地 去 创造 某 个 “数学 规律 >， 而 只 能 按照 数学 对 象 的 “本 来 面 
貌 "去 对 此 进行 研究 。 例 如 ,我 们 了 既 不 能 随意 地 把 7 说 成 4 和 5 的 
和 ， 也 不 能 毫 无 根据 地 去 断言 哥 德 巴 赴 猜 想 的 真 假 。 进 而 ， 这 种 
关于 数学 客观 性 的 素 朴 信念 常常 就 导致 了 对 于 独立 存在 的 数学 对 
象 的 确认 。 这 就 如 同 弗 雷 格 所 指出 的 ;如果 我 们 相信 数学 的 客观 
性 ， 那 就 没有 任何 理由 反对 我 们 借助 于 数学 对 象 来 进行 思维 ， 也 
没有 理由 反对 关于 数学 对 象 的 这 样 一 幅 图 景 : 它们 是 早已 存在 着 
的 ， 并 等 待 着 人 们 去 发 现 。” ( 转 引 自 M，Dummett， «Wittgenstein’s 
Philosophy of Mathematics», 载 Philosophy of Mathematics, Selected 
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Roadings», 1954 年 版, 第 493 页 .) 另外 , 档 拉 图 主义 者 对 于 直觉 的 强调 
在 一 定 意义 上 则 可 看 成 应 用 类 比 的 结果 : 如 所 知 ， 一 般 的 科学 知 
识 常 常 被 认为 建立 在 感性 经 验 之 上 (这 正 是 这 些 科 学 被 称 为 “经 验 
科学 ”的 原因 )， 尽 管 数学 对 象 并 非 经 验 的 存在 ， 从 而 数学 知识 就 
不 可 能 直接 建立 在 感性 经 验 之 上 ， 但 是 ， 在 此 似乎 可 以 引进 “ 直 
觉 " 的 概念 ， 并 认为 数学 知识 即 是 建立 在 这 种 直觉 之 上 的 。 例 如 ， 
被 认为 是 “柏拉图 主义 在 当代 最 杰出 的 代表 ”的 哥 德 尔 就 曾 写 道 : 
“尽管 它们 与 感性 经 验 相距 甚 远 ， 但 对 于 集合 论 的 对 象 来 说 ,我 们 
仍然 具有 某 种 像 感觉 一 样 的 东西 …… 我 认为 ， 没 有 理由 不 赋予 这 
种 感性 知觉 即 数 学 直觉 以 导致 建立 理论 锣 理 的 感性 知觉 以 同样 的 
信任 。” (<What is Cantor’s Continuum Problem?», 载 《Philosophy of 
Mathematics, Selected Readings»， 1983 年 版 ， 第 483-484 页 .) 当然 ， 这 
种 关于 直觉 的 理论 又 由 于 众多 数学 家 关于 直觉 的 言论 而 进一步 得 
到 了 加 强 。 

(2) 如 果 把 柏拉图 主义 看 成 一 般 哲 学 中 实在 论 在 数学 中 的 反 
映 ， 那 么 ， 现 代数 学 哲学 中 的 形式 主义 观念 就 可 看 成 极端 的 唯 名 
论 在 数学 中 的 表现 。 按 照 这 种 观念 ， 数 学 对 象 只 是 毫 无 意义 的 符 
号 ， 数 学 家 们 所 从 事 的 则 是 按照 明确 给 出 的 法 则 对 符号 〈 或 符号 
序列 ) 实 行 机 械 的 组 合 和 变形 。 从 而 ， 在 形式 主义 者 看 来 ,从 事 数 
学 研究 也 就 如 同 下 棋 ， 数 学 的 对 象 与 棋子 一 样 是 不 具有 任何 真实 
意义 的 ， 另外， 按照 指定 的 法 则 去 对 此 实行 变形 则 就 如 同 按照 确 
定 的 法 则 去 移动 棋子 ，……。 

与 柏拉图 主义 的 观念 一 样 ， 形 式 主义 在 现代 数学 哲学 中 的 出 
现 也 是 有 其 必然 性 的 。 随 着 数学 的 发 展 , 特 别 是 数学 的 现代 发 展 ， 
越 来 越 多 的 、 越 来 越 远离 自然 界 的 ， 似 乎 是 从 人 们 的 脑子 中 源源 
不 断 涌现 出 来 的 概念 ， 进 入 了 数学 ,它们 并 逐渐 取代 了 那些 “直接 
概念 化 ?的 对 象 而 在 数学 中 占据 了 主导 地 位 ， 从 而 ,数学 的 实际 发 
展 也 就 必然 地 促使 人 们 去 考虑 这 样 的 问题 : 我 们 应 当 怎 样 认识 数 
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学 研究 的 意义 ? 又 应 当 怎样 去 看 待 数学 对 象 的 实在 性 问题 ?对 此 ， 
一 个 十 分 自然 的 立场 是 : 我 们 应 当 努 力 把 新 的 、 不具 -有 明显 
直观 意义 的 数学 对 象 ( 从 更 广泛 的 意义 说 ， 就 是 把 新 的 数学 理 
论 ) 与 已 知 的 、 具 有 明显 直观 意义 的 数学 对 象 (数学 理论 ) 联系 起 
求 ， 这 样 ， 就 像 复数 的 几何 解释 、 非 欧 几何 的 欧 氏 几何 模型 等 一 
样 ， 新 的 数学 对 象 (理论 ) 的 客观 意义 就 可 通过 所 说 的 联系 获得 间 
接 的 解释 。 但 是 ， 深 入 的 研究 却 表 明了 这 种 化 归 主 义 的 努力 在 整 
体 上 是 行 不 通 的 ， 又 由 于 某 些 数学 概念 ， 特 别 是 ( 实 ) 无 穷 的 概念 
波 认 为 是 不 具有 任何 真实 意义 的 ， 因 此 ， 一 些 人 最 终 就 采取 了 更 
为 极端 的 立场 ， 即 完全 切断 了 数学 对 象 与 客观 实在 的 联系 ， 而 把 
“整个 数学 都 看 成 仅仅 是 一 种 运算 ,一 种 没有 也 不 可 能 给 出 解释 的 
形式 系统 。 这 样 ， 数 学 家 们 所 谈 及 的 就 只 是 无 意义 的 符号 以 及 按 
照 给 定 的 形式 法 则 去 操作 的 公式 ,而 不 是 数 ,函数 或 无 穷 集合 了 。” 
(R. Carnap: «Empiricism, Semantics and Ontology>， 载 «Philosophy 
of Mathematics, Selected Readings», 1964 年 版 ， 第 233 页 .) 

(3) 一 般 哲 学 中 实在 论 与 唯 名 论 的 斗争 由 来 已 入， 由 于 数学 
对 象 也 是 一 种 共 相 ， 更 由 于 现代 数学 中 充满 了 并 不 具有 明显 直观 
意义 的 对 象 ,内 此 ,作为 上 述 斗 争 在 数学 中 的 具体 表现 ， 在 数学 哲 
学 中 也 就 有 柏拉图 主义 与 形式 主义 的 斗争 。 这 就 如 同 奎 因 所 指出 
的 ;“ 古 典 数学 ( 奎 因 是 在 与 “直觉 主义 数学 ”相对 立 的 意义 上 使 用 
这 一 名 词 的 ,也 即 是 指 通常 意义 下 的 数学 一 一 注 ) 充 满 了 关于 抽象 
对 象 本 体 论 的 承诺 ， 所 以 中 世纪 关于 共 相 的 争论 在 现代 数学 哲学 
中 又 重新 爆发 出 来 。”(«On what there is», 载 <Philosophy of Mathemat- 
ics, Selected Readings»,1964 年 版 ， 第 192 页 . ) 值得 注意 的 是 ， 这 种 斗 
争 在 60 年 代 更 由 于 连续 统 假 设 独立 性 的 证 明 (及 其 它 一 些 独 立 性 
结果 ) 形 成 了 新 的 高 潮 。 显 然 , 这 一 事实 本 身 也 就 清楚 地 表明 了 数 
学 哲学 与 实际 的 数学 研究 之 间 的 密切 关系 。 

具体 地 说 ,所 谓 的 连续 统 问 题 可 以 笼统 地 表达 为 : ( 欧 氏 空间 
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中 的 ) 直 线 上 究竟 有 多 少 个 点 ? ?或 “实数 系 (连续 统 ) 在 数量 上 究竟 
有 多 大 ? "这 一 问题 在 集合 论 的 研究 中 占有 特别 重要 的 地 位 。 因 为 ， 
集合 论 的 创建 者 康 托 曾 用 两 种 不 同 的 方式 构造 出 了 (无 穷 ) 基 数 的 
无 穷 序 列 ， 
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os2™ 22 ,oe @ 
由 于 实数 集 是 自然 数 集 ( 其 基数 即 为 六。) 的 短 集 ,其 基数 ( 记 为 C) 
即 为 2 ， 而 连续 统 问题 则 可 更 为 精确 地 表述 成 “C 等 同 于 序列 @ 
中 的 哪 一 个 数 ?”， 从 而 ， 这 就 直接 涉及 到 了 两 类 基数 的 比较 问 
题 。 

1874 年 ， 康 托 提出 了 如 下 的 假设 : 


2 = 
这 就 是 著名 的 连续 统 假设 。 如 果 把 这 一 假设 加 以 推广 ， 则 就 有 广 
义 的 连续 统 假设 : . 

2 Ni 


康 托 在 其 一 生 中 曾 竭尽 全 力 试图 证 明 连 续 统 假设 ， 但 始终 未 
能 获得 成 功 。 在 康 托 以 后 ， 许 多 数学 家 也 曾 积极 从 事 了 连续 统 问 
题 的 研究 ， 希 尔 伯 特 在 1900 年 更 把 这 一 问题 列 为 自己 的 23 个 数学 
问题 中 的 第 一 个 -1938 年 ， 哥 德尔 首先 在 这 一 方向 上 获得 了 第 一 
个 重要 的 结果 : 他 用 构造 内 模型 的 方法 证 明了 连续 统 假设 相对 于 
现行 的 集合 论 公理 系统 的 相 容 性 。 这 就 是 说 ， 如 果 ZF 系统 是 相 
容 的 ， 那 么 ， 加 上 连续 统 假设 所 得 出 的 新 系统 也 是 相 容 的 。1963 
年 ， 柯 享 又 通过 引进 力 迫 法 证 明了 连续 统 假设 的 否 命题 相对 于 现 
行 的 集合 论 公理 系 统 的 相 容 性 。 从 而 ， 总 的 来 说 ， 连 续 统 假设 相 
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对 于 现行 的 集合 论 公 理 系 统 就 是 不 可 判定 的 ， 也 即 是 独立 的 。 

连续 统 假设 相对 独立 性 的 证 明 在 数学 家 中 引起 相当 大 的 震 
动 ， 因 为 ， 即 如 平行 公理 的 相对 独立 性 表明 了 可 以 建立 多 种 互 不 
相 容 的 几何 理论 ， 连 续 统 假设 的 独立 性 似乎 也 表明 了 可 以 发 展 几 
种 互 不 相 容 的 集合 理论 ， 进而 ， 又 正如 非 欧 几何 的 建立 导致 了 数 
学 观 的 巨大 变革 ， 上 述 的 发 展 也 就 直接 促进 了 关于 集合 论 的 哲学 
思考 ， 而 其 焦点 即 是 如 何 对 柏拉图 主义 与 形式 主义 这 两 种 互相 对 
立 的 观点 进行 裁决 。 

柏拉图 主义 与 形式 主义 在 集合 论 问题 上 的 对 立 所 主要 涉及 的 
即 是 集合 理论 是 否 具有 客观 意义 (更 准确 地 说 ， 客 观 真理 性 ) 的 问 
题 。 形 式 主义 者 对 此 采取 了 完全 否定 的 态度 。 例 如 ， 柯 享 写 道 : 
“ 正 像 关于 欧 几 里 得 第 五 公设 的 真理 性 问题 由 于 非 欧 几 何 相 容 性 
的 证 明 而 变 成 无 意义 的 一 样 ， 在 证 明了 连续 统 假设 相对 于 集合 论 
公理 的 不 可 判定 性 以 后 ,关于 它 的 真理 性 问题 就 谱 失 了 意义 ”;“ 集 
合 论 的 全 部 概念 都 是 无 意义 的 。”(«Comments On the Foundations 
of Set Theory», 同 前 ,) 与 此 相反 ， 一 些 采取 柏拉图 主义 的 数学 家 则 
认为 应 当 坚持 集合 理论 的 客观 意义 。 例 如 ， 哥 德尔 就 曾 写 道 “如 
果 承 认 前 面 所 描述 的 集合 理论 中 原始 项 的 意义 是 正确 的 话 ,那么 ， 
必然 的 结论 就 是 ， 集 合 论 的 概念 和 定理 描述 了 某 种 完全 确定 的 存 
在 ， 在 其 中 康 托 的 猜测 或 者 为 真 、 或 者 为 假 。”(«What is Cantor’,- 
Continuum Problem?», 同 前 ,第 476 页 .) 从 而 ， 在 持 有 这 种 观点 的 人 看 
来 ， 连 续 统 假设 独立 性 的 证 明 就 只 是 表明 了 现行 的 公理 系统 并 没 
有 包含 对 于 相应 实在 的 完全 的 描述 ， 而 又 只 要 建立 起 充分 发 展 了 
的 集合 理论 ， 连 续 统 假设 在 其 中 就 一 定 是 可 以 判定 的 了 。 值 得 指 
出 的 是 ， 哥 德尔 的 上 述 论述 是 在 1947 年 ， 也 即 是 在 柯 享 关于 连续 


统 假设 独立 性 指证 明 以 前作 骨 的 。 所 从 天 ， 在 柯 二 二 工 作 吕 三 
不 少 人 仍然 坚持 这 样 的 立场 就 不 足 为 奇 了 。 例 如， 在 1965 年 不 
一 次 讨论 会 上 ， 贝 尔 纳 斯 就 曾 明 形 指 出 ， 柯 享 关于 连续 统 候 设 独 
立 性 的 结果 是 关于 集合 论 的 公理 系统 ,而 不 是 关于 集合 论 本 身 的 。 
这 就 是 说 ， 柯 亨 所 解决 的 只 是 在 怎样 、 怎 样 的 形式 系统 中 能 否 把 
那个 表示 连续 统 假设 的 公式 推导 出 来 的 问题 ， 而 没有 解决 集合 论 
本 身 的 问题 。 贝 尔 纳 斯 认为 ， 后 一 问题 是 可 以 解决 的 ， 只 是 由 于 
我 们 目前 的 知识 具有 很 大 的 局 限 性 ， 所 以 还 未 能 解决 ， 而 随 着 知 
识 的 积累 ， 这 一 问题 是 可 以 解决 的 。 

最 后 ， 应 当 指出 ， 柏 拉 图 主义 与 形式 主义 的 上 述 对 立 并 不 是 
一 种 纯粹 的 哲学 争论 ， 而 是 对 于 实际 的 数学 研究 有 着 直接 的 指导 
意义 。 具 体 地 说 ， 就 公理 集合 论 的 进一步 发 展 而 言 ， 柏 拉 图 主 
义 者 就 突出 地 强调 了 这 种 认识 活动 对 于 直觉 的 依赖 性 ， 即 认为 我 


@ 另外 ， 应 当 指出 ， 尽 管 柯 德 尔 有 时 被 称 为 “当代 最 杰出 的 柏拉图 主义 者 ,他 
的 恩 想 并 不 能 被 完全 纳入 柏拉图 主义 的 范畴 。 例 如 ， 与 数学 对 象 的 客 现实 在 性 相 比 ， 
得 德尔 更 为 强调 了 数学 知识 对 于 直觉 的 依赖 性 * 他 写 这 : “数学 直觉 的 对 象 的 客观 存 妇 
性 对 于 现在 的 讨论 来 说 并 不 是 决定 性 的 。 单 插 以 下 的 心理 学 的 事实 , 即 存在 这 位 一 种 
直觉 ， 它 对 于 集合 理论 中 公理 的 产生 及 进一步 的 扩展 是 足够 清 候 的 ,就 足以 赋予 像 康 
抵 的 连续 统 假设 那样 的 命题 的 真 种 假 的 问题 以 确定 的 意义 了 。"《 同 上 ， 第 484 页 ,) 另 
处 ， 在 机 德尔 看 来 ， 与 其 把 数学 直觉 设 想 成 一 种 获得 关于 相 朱 对 象 的 知识 的 直接 能 
力 ， 弓 宁 说 是 数学 直觉 创造 了 数学 对 象 。 他 写 道 ;“ 效 学 直觉 未 必要 被 设想 成 一 种 获得 
相应 对 象 的 直 护 知识 的 能 力 ， 毋 宁 说 ， 与 物理 经 验 的 情况 一 样 ,是 我 们 以 一 些 直 搂 给 
出 的 东西 为 基础 构造 出 了 所 说 对 象 的 概念 ， 只 是 所 说 的 直接 给 出 的 东西 在 此 并 非 是 ， 
或 者 并 非 主要 是 感性 知觉 。"( 同 上 ， 第 484 页 。) 最 后 , 哥 德 尔 又 5 出 强调 了 直觉 的 “ 客 
观 性 "。 他 写 道 ,“ 这 决 不 意味 着 ， 由 于 它们 不 能 与 某 些 东西 对 于 我 们 感官 的 作用 相 联 
系 ， 这 第 二 类 的 案 材 就 像 康 德 所 断言 的 那样 是 一 种 纯 主观 西 , 毋 宁 说 ， 它 们 也 是 
表明 客观 实在 的 一 个 方面 的 。 但 是 ， 与 感性 知觉 不 同 ,它们 了 们 之 中 的 出 现 可 能 是 
由 于 我 们 自身 与 实在 之 间 的 另 一 类 关系 。" (同上)， 一 般 德尔 自称 为 “客观 
主义 者 " 一 -按照 王 浩 的 解 丢 ， 这 即 是 指 “ 把 效 学 看 成 是 一 门 措 述 了 事物 的 客观 状况 
的 科学 ”"。(《From Maihematics to Philosophy》， 第 10 页 。》 
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们 不 能 任意 地 去 建立 各 种 “可 能 的 "集合 理论 ， 与 此 相反 ， 形 式 主 
义 者 则 往往 更 为 突出 地 强调 了 数学 思维 的 “自由 性 ”， 这 就 如 同 柯 
享 所 说 ;“ 不 应 当 在 我 们 的 思想 中 完全 抹 去 对 困扰 我 们 的 问题 的 正 
确 评价 ， 就 连续 统 问 题 而 言 ， 这 种 倾向 就 可 能 一 一 虽然 不 一 
定 一 一 导致 依据 人 们 如 何 估计 连续 统 的 势 ， 而 把 集合 论 分 裂 成 种 
种 分 支 。 ?(kComments on the Foundations of Set Theory>， 同 前 。) 

(4) 由 于 柏拉图 主义 与 形式 主义 的 上 述 争论 是 与 集合 论 的 现 
代 研 究 直 接 相 联系 的 ， 因 此 ， 我 们 就 不 能 单纯 依靠 哲学 的 分 析 解 
决 这 一 分 歧 ， 但 是 ， 作 为 问题 的 另 一 方面 ， 我 们 又 应 看 到 ， 无 论 
集合 论 的 研究 取得 了 什么 样 的 成 果 ， 具 体 的 数学 研究 也 总 不 能 取 
代 对 于 有 关 思 想 的 哲学 分 析 。 另 外 ,又 如 前 面 所 已 指出 的 ,柏拉图 
主义 与 形式 主义 围绕 连续 统 假设 展开 的 争论 正 是 数学 哲学 基本 问 
题 (特别 是 数学 对 象 的 本 体 论 问题 ) 上 的 主要 对 立 在 集合 论 中 的 具 
体 表现 ， 从 而 ， 尽 管 典 型 问题 的 分 析 有 助 于 一 般 研究 的 深入 ， 但 
后 者 毕竟 又 不 能 为 前 者 所 完全 取代 。 

在 此 应 当 指 出 的 是 ， 尽 管 形式 主义 与 柏拉图 主义 在 数学 本 体 
论 问题 上 的 立场 是 互相 对 立 的 ， 但 两 者 又 都 具有 严重 的 缺陷 和 理 
论 困难 。 

首先 ， 柏 拉 图 主义 在 理论 上 显然 是 不 彻底 的 ， 因 为 ， 这 一 理 
论 并 没有 能 对 数学 对 象 究竟 是 一 种 什么 样 的 存在 作出 明确 的 解 
答 。 也 正 因 为 此 ， 一 些 信 替 柏拉图 主义 的 数学 家 最 终 就 倒 向 了 唯 
心 主义 或 宗教 神学 。 例 如 ， 素 裤 集 合 论 的 创建 者 康 托 就 曾 明确 地 
断言 数学 对 象 的 客观 实在 性 ， 但 是 ,在 对 这 种 实在 性 作出 解释 时 ， 
最 终 却 不 得 不 求助 于 宗教 神学 。 在 1895 年 致 法 国 数学 家 埃 尔 米 特 
(C.Hermite) 的 一 封 信 中 , 康 托 提出 ,数学 对 象 的 实在 性 并 不 存在 
于 真实 世界 ,而 是 存在 于 上 帝 的 无 穷 智 慧 之 中 :数学 对 象 的 内 在 真 
实 性 即 逻 辑 相 容 性 保证 了 这 种 对 象 是 “可 能 的 "， 而 上 帝 的 绝对 无 
限 的 本 质 则 保证 了 这 种 “可 能 的 对 象 " 在 上 帝 思维 中 的 水 恒 存在 。 
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(可 参见 j. Dauben: «Georg Cantor, His Mathematics and, Philosophy of 
the Infinite»，Harvard Univer, Press, 1979 年 ,第 228-232 页 .) 另外 ,还 
应 提 及 的 是 ， 柏 拉 图 主义 在 认识 论 上 也 存在 有 严重 的 理论 困难 。 
一 般 地 说 ， 对 于 先 验 论 的 反对 事实 上 也 就 是 现代 数学 哲学 中 一 般 
所 谓 的 实在 论 观点 与 柏拉图 主义 的 一 个 基本 分 歧 所 在 “〈 可 参见 第 
三 章 ) 。 

其 次 ， 由 于 完全 否认 了 数学 的 客观 意义 ， 因 此 ， 对 于 形式 主 
义 者 来 说 ， 一 个 突出 的 困难 就 在 于 无 法 合理 地 解释 数学 理论 在 客 
观 世 界 中 的 可 应 用 性 。 对 此 甚至 形式 主义 者 自身 也 是 认识 到 了 的 。 
如 便 滨 逊 就 曾 明 确 地 承认 ,这 是 一 个 事实 ， 就 是 在 一 种 我 们 尚未 
理解 的 方式 下 ， 那 种 在 形式 主义 者 看 来 是 不 可 解释 的 数学 和 元 数 
学 产生 了 能 用 于 实际 思想 和 经 验 的 结果 。”(«Formalism 64», 同 前 ,第 
241 页 。) 另 外 ， 形 式 主义 者 也 无 从 解释 “数学 家 们 何以 在 公理 及 
理论 的 选择 上 表现 出 高 度 的 一 致 性 "。 例 如 ， 柯 享 就 曾 明确 承 
认 ， 他 无 法 说 明 “ 为 什么 这 些 公理 〈 指 现行 的 集合 论 公 理 一 一 注 ) 
是 如 此 成 功 ， 并 值得 特别 注意 。?(kComments on the Foundations of 
Set Theory»， 同 前 .) 

综 上 所 述 ， 尽 管 柏拉图 主义 与 形式 主义 是 两 种 互相 对 立 的 数 
学 哲学 理论 ， 两 者 在 理论 上 又 都 具有 严重 的 困难 和 缺陷 。 从 而 ,这 
也 就 清楚 地 表明 了 建立 新 的 数学 哲学 理论 的 必要 性 ( 见 第 4 章 )。 
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第 3 章 


经 验 的 和 拟 经 验 的 数学 观 


就 数学 哲学 的 现代 研究 而 言 ， 除 去 柏拉图 
主义 与 形式 主义 在 数学 本 体 论 问题 上 的 直接 对 
立 以 外 ， 在 数学 的 认识 论 问题 上 则 有 先 验 论 与 
经 验 论 的 对 立 。 由 于 数学 的 特殊 性 质 ， 先 验 论 
的 观点 在 数学 中 由 来 已 久 ,并 有 着 广泛 的 影响 ; 
然而 ， 现 代数 学 哲学 研究 的 一 个 重要 特征 ， 就 
是 经 验 主义 已 经 成 为 一 个 重要 的 思潮 。 例 如 , 除 
一 些 个 别 的 论述 外 ， 更 有 不 少数 学 哲学 家 系统 ” 
地 从 事 了 发 展 经 验 主义 数学 观 的 工作 ， 另 外 ， 
也 有 一 些 学 者 积极 地 对 数学 中 的 先 验 论 进行 了 
批判 。( 对 此 可 参见 H. Putnam: “Mathematics, 
Matter and Method», Cambridge Univer.Press, 1975 
年 ;H. Lehman: «Introduction to the Philosophy of 
Mathematics», Basil Blackwell, 1979 年 ;I. Lakatos: 
«Mathematics, Science and Epistemology», ed. J 
Worrall and G. Currie, Cambridge Univer, Press 
1978 年 ; P. Kitcher: «The Nature of Mathematical 
Knowledge», Oxford Univer. Press, 1984 年 .) 

就 现代 的 经 验 主义 思潮 而 言 ， 首 先 应 当 明 
确 的 是 ， 这 一 思潮 的 最 主要 特征 是 对 于 先 验 论 
的 反对 。 也 就 是 说 ， 如 果 把 现代 数学 哲学 中 的 
经 验 主义 看 成 一 种 统一 的 理论 的 话 ， 那 么 ， 它 
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主要 地 就 是 一 种 认识 论 ， 而 且 ， 这 种 认识 理论 是 与 先 验 论 的 认识 
理论 直接 相对 立 的 。 

其 次 ， 尽 管 对 先 验 论 的 反对 可 以 看 成 现代 经 验 主义 思潮 的 最 
主要 特征 ， 但 是 和 就 某 些 较为 深入 的 研究 而 言 ， 其 所 涉及 的 论题 
则 已 超出 了 认识 论 的 范围 ， 并 包含 了 关于 数学 真理 性 问题 的 全 面 
分 析 。 事 实 上 ,由 下 面 的 讨论 即 可 得 知 , 先 验 论 之 所 以 在 数学 中 有 
很 大 的 影响 ， 一 个 重要 的 原因 就 在 于 数学 命 古 常 常 被 认为 是 一 种 
必然 的 绝对 真理 ， 而 也 正 因为 此 ， 现 代 经 验 主义 对 数学 真理 “ 先 
, 验 性 ”的 反对 往往 就 是 与 关于 数学 认识 活动 “ 易 雇 性 ”的 分 析 直 接 
相 联系 的 ， 由 于 认为 数学 并 不 具有 先天 的 必然 真理 性 ， 因 此 ， 在 
经 验 主义 者 看 来 ， 数 学 的 真理 性 最 终 就 依赖 于 “经 验 的 检验 ”， 也 
即 在 实践 活动 中 的 成 功 性 。 另 外 ， 还 应 提 及 的 是 ， 在 一 些 数学 哲 
学 家 那里 ， 关 于 数学 经 验 性 的 断言 更 是 与 关于 数学 本 体 论 问题 的 
-分 析 直 接 相 联系 的 ， 从 而 ， 他 们 所 提供 的 事实 上 就 是 一 种 完整 的 
数学 哲学 理论 。 例 如 ， 普 特 南 所 提倡 的 经 验 实在 论 就 是 这 样 的 典 
型 例子 。 

第 三 ， 由 于 对 先 验 论 的 反对 可 以 看 成 是 现代 经 验 主义 的 最 主 
要 特征 ,因此 ,这 一 思潮 在 一 定 意义 上 即 可 认为 是 以 穆 勒 为 代表 的 
传统 经 验 主义 在 现代 数学 哲学 中 的 “复兴 ”。 但 是 ,在 这 两 者 之 间 又 
存在 着 重要 的 区 别 。 具 体 地 说 ,传统 的 经 验 主义 主要 是 以 个 别 的 数 
学 命题 为 对 象 进行 分 析 的 。 例 如 ， 按 照 穆 勒 的 观点， 数学 中 的 大 
部 分 命题 都 是 所 谓 的 “经 验 的 一 般 化 ”， 即 都 建立 在 对 于 经 验 事 实 
的 直接 归纳 之 上 。 与 此 相反 ， 现 代 的 经 验 主义 则 认为 应 当 以 整 
个 理论 为 对 象 来 进行 分 析 。 例 如 ， 莱 曼 就 曾 指出 ， 数 学 命题 并 非 
穆 勤 所 说 的 那 种 归纳 命题 ， 而 是 一 种 “ 受 经 验 支持 的 理论 命 
题 " 一 按照 莱 曼 的 解释 ， 一 个 命题 被 称 为 “ 受 经 验 支 持 的 ”, 如 果 
它 与 别 的 命题 一 起 ， 列 涵 了 可 观察 的 命题 ， 而 且 ， 这 种 所 观察 的 
命题 已 经 得 到 了 经 验 的 证 实 。 不 难看 出 ， 经 验 主义 的 上 述 变化 是 
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与 数学 自身 的 发 展 直接 相 联系 的 (可 参见 第 四 章 )。 另 外 ,也 就 是 由 
于 数学 的 高 度 发 展 ， 特 别 是 由 于 现代 数学 表现 出 了 极 大 的 “独立 
性 ” ,一些 经 验 主义 者 在 强调 数学 的 “经 验 性 ”的 同时 ,对 数学 的 “ 拟 
经 验 性 ”也 作 了 充分 的 肯定 。 

最 后 ， 应 当 指出 ， 不 同 的 数学 哲学 家 对 数学 的 经 验 性 和 拟 经 
验 性 可 能 有 着 不 同 的 理解 。 例 如 ,按照 一 般 的 理解 ,所 谓 的 “数学 的 
拟 经 验 性 ” 即 是 指数 学 的 真理 性 不 仅 依赖 于 经 验 的 检验 ,而 且 也 依 
赖 数学 的 实践 活动 的 检验 ;然而 , 拉 卡 托 斯 却 依据 波 普尔 的 证 伪 主 
义 科学 哲学 理论 发 展 起 了 一 种 独特 的 拟 经 验 数学 观 : 按照 这 种 观 
念 ， 数 学 命题 并 不 具有 任何 先天 的 绝对 真理 性 ， 而 且 在 本 质 上 都 
只 是 大 胆 的 猜想 一 一 对 此 只 能 进行 证 伪 ， 而 根本 不 可 能 有 严格 意 
义 上 的 证 实 。 

为 了 对 现代 的 经 验 主义 思潮 作出 全 面 的 介绍 和 分 析 ， 下 面 将 
首先 对 这 一 思潮 的 主要 特征 作出 分 析 ; 然 后 ,将 分 别 介绍 普 特 南 的 
经 验 主 义 数学 观 及 拉 卡 托 斯 的 拟 经 验 数 学 观 ， 最 后 ， 在 前 面 论述 
的 基础 上 ， 我 们 又 将 对 现代 数学 哲学 中 经 验 主义 思潮 的 实际 背景 
及 一 般 意 义 作出 进一步 的 分 析 。 


3.1 对 数学 先 验 论 的 反对 


数学 中 对 于 先 验 论 的 反对 有 着 十 分 重要 的 认识 论 意义 。 这 是 
因为 ， 先 验 论 的 观点 不 仅 在 数学 中 由 来 已 久 , 并 有 着 广泛 的 影响 ， 
而 且 数 学 历来 被 看 成 先 验 论 的 最 坚固 的 堡垒。 上 述 现象 的 出 现 当 
然 并 非 是 历史 的 偶然 ,而 是 有 其 深刻 的 认识 论 根源 的 。 首 先 , 由 于 
数学 知识 曾 长 期 被 认为 是 必然 真理 ， 这 种 必然 性 显然 又 不 可 能 建 
立 在 感性 经 验 之 上 ， 因 此 ， 哲 学 家 们 在 数学 的 认识 论 问题 上 往往 
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就 采取 了 先 验 论 的 立场 。 从 古 希腊 柏拉图 的 “先天 回忆 说 ?到 近代 
康德 的 “先天 综合 判断 "都 可 以 看 作 这 样 的 例子 其 次 ,公理 化 方法 
在 数学 中 的 普遍 应 用 又 为 数学 的 先 验 论 提供 了 进一步 的 “ 论 据 ”， 
由 于 数学 中 的 公理 被 认为 是 “自明 ”的 真理 ， 这 种 真理 性 又 可 通过 
演绎 迎 辑 的 “ 保 真 "渠道 扩展 到 整个 系统 ， 因 此 ,在 一 些 学 者 看 来 ， 
这 也 就 证明 ”了 数学 真理 的 先 验 性 ， 即 数学 的 认识 可 以 唯一 地 依 
赖 于 直觉 或 概念 分 析 得 到 建立 ， 而 无 须 依赖 于 感性 经 验 或 实践 。 

正 因为 先 验 论 在 数学 中 有 着 深远 而 广泛 的 影响 ， 数 学 中 的 经 
验 主义 者 往往 即 以 反对 先 验 论 作为 自己 的 首要 任务 。 就 批判 的 方 
式 而 言 ， 对 此 可 以 区 分 出 “直接 的 论证 ”与 “间接 的 论证 ”。 例 如 , 关 
于 “必然 真理 未 必 是 先 验 的 "论述 @ 就 可 看 成 一 种 间接 的 批判 ， 因 
为 其 中 所 涉及 的 主要 是 “ 先 验 性 ”与 “必然 性 "两 者 之 间 的 关系 ， 而 
并 非 关于 数学 真理 先 验 性 的 断言 。 另 外 ,就 批判 的 性 质 而 言 , 则 又 
可 以 区 分 为 “历史 的 论证 与 “逻辑 (理论 ) 的 论证 >。 例 如 ， 关 于 各 
个 数学 分 支 发 展 历史 的 实际 考察 显然 就 属于 前 者 的 范围 。 由 于 间 
接 的 论证 事实 上 已 经 超出 了 数学 认识 论 的 范围 ， 历 史实 例 的 考察 
显然 又 不 具有 普遍 的 意义 ， 因 此 ， 就 数学 先 验 论 的 批判 而 言 ， 主 
要 的 问题 就 在 于 如 何 对 此 作出 直接 的 、 理 论 的 批判 。 

下 面 即 以 基 切 尔 的 数学 知识 的 性 质 》 为 例 对 这 种 批判 性 工作 
作 一 简要 的 介绍 。 

1。 关 于 先 验 论 及 数学 先 验 论 的 一 般 分 析 

基 切 尔 首先 指出 ， 关 于 知识 先 验 性 的 断言 所 涉及 的 并 非 只 是 
知识 本 身 的 性 质 ， 而 且 也 必然 涉及 到 了 一 定 的 认识 ( 必 理 ) 过 程 ; 
正 是 通过 这 样 的 过 程 ， 人 们 建立 起 了 自己 获得 某 种 知识 的 信念 。 

一 般 地 说 ， 在 此 可 以 提出 如 下 的 “等 值 式 ” 。 。 


@ 对 此 例如 可 参见 克 里 普 克 (S。Kripke)，《 命 名 与 必然 性 》, 上海 译 文 出 版 社 ， 
1988 年 。 
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义 具有 知识 p， 当 且 仅 当 ，P 且 和 具有 信念 p, 而 且 ， 这 一 信念 
又 是 由 某 一 足以 对 此 提供 保证 的 过 程 所 产生 的 。 
进而 ， 就 先 验 的 知识 而 言 ， 则 又 可 以 提出 如 下 的 “等 值 式 ”， 
XX 具有 先 验 的 知识 Pp， 当 且 仅 当 ,P 且 X 具 有 信念 p。 而且， 这 
.一 信念 又 是 由 满足 以 下 条 件 的 过 程 所 产生 的 : 
无 论 就 何 种 环境 而 言 ， 只 要 在 这 一 背景 下 X 可 能 具有 知识 Pp， 
这 时 就 有 : @ 某 些 相同 类 型 的 过 程 可 以 使 X 产生 关于 Pp 的 信念 ; 
@@ 如 果 所 说 的 相同 类 型 的 过 程 使 多 产生 了 关于 p 的 信念 ,这 一 过 程 
就 足以 为 此 提供 保证 。( 参 见 <The Nature of Mathematal Knowledge»， 
第 17、24 页 .) 
将 上 面 两 个 等 值 式 加 以 对 照 ， 容 易 发 现 , 后 者 与 前 者 相 比 ,其 
特殊 性 主要 在 于 对 相应 的 认识 过 程 加 上 了 如 下 的 特殊 条 件 : 
在 任何 允许 X 具 有 知识 p 的 环境 下 , 这 一 过 程 或 相同 类 型 的 过 
程 都 能 产生 相应 的 信念 P， 并 足以 为 此 提供 保证 。 
基 切 尔 指出 ， 事 实 上 ， 上 述 条 件 就 是 这 样 一 种 素 朴 观念 的 反 
映 ， 即 先 验 的 知识 并 不 依赖 于 任何 特殊 的 经 验 ， 也 即 是 一 种 绝对 
地 独立 于 任何 经 验 的 知识 。 
其 次 ， 基 切 尔 指出 ， 数 学 的 先 验 论 主要 建立 在 这 样 一 种 信念 
之 上 ， 即 认为 数学 的 知识 并 不 依赖 于 任何 经 验 ， 而 可 以 唯一 地 借 
助 于 公理 化 方法 得 到 建立 。 显 然 ， 这 种 信念 也 就 相当 于 以 下 的 断 
B: 
存在 这 样 的 命题 集 A 及 推理 规则 集 R， 它 们 具有 性 质 , DA 中 
的 每 一 命题 都 是 先 验 的 知识 ! @ 及 中 的 每 一 条 规则 都 具有 保持 先 
验 性 的 性 质 ;@ 对 于 数学 中 的 每 一 命题 都 可 建立 这 样 的 命题 序列 
其 中 的 每 一 成 分 或 者 属于 A 或 者 是 对 排列 在 先 的 命题 应 用 及 中 的 
规则 的 结果 ， 而 序列 中 的 最 后 一 个 命题 就 是 所 说 的 数学 命题 。 
由 于 上 述 的 条 件 @ 所 涉及 的 只 是 先 验 论 能 否 适用 于 全 部 数学 
的 问题 ， 因 此 ， 就 先 验 论 的 批判 而 言 ， 重 点 就 在 于 条 件 @ 和 条 件 
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加 又 由 于 前 述 的 分 析 已 经 清楚 地 表明 了 先 验 性 的 条 件 ,因此 ,在 
基 切 尔 夏 来 ， 我 们 就 可 联系 相应 的 认识 (心理 ) 过 程 来 对 数学 的 先 
验 论 进行 分 析 和 批判 。 

2。 对 于 数学 先 验 论 的 批判 

(1》 就 证 明 的 认识 论 作 用 而 言 ， 基 切 尔 对 数学 的 先 验 论 提出 
了 如 下 的 批判 ， 

在 证 明 过 于 复杂 和 宛 长 的 情况 下 ， 追 随 这 一 证 明 (这 是 一 个 
心理 过 程 ) 并 不 足以 保证 关于 相应 结论 的 信念 。 

事实 上 ， 这 是 一 个 公认 的 事实 ， 就 是 在 证 明 过 于 复杂 和 宛 长 
的 情况 下 ， 一 个 数学 家 虽然 已 经 获得 了 某 一 结论 的 证 明 ， 但 却 始 
终 存在 着 这 样 的 忧虑 :在 所 说 的 证 明 中 可 能 存在 未 曾 发 现 的 错误 。 
从 而 ， 证 明 的 完成 这 一 心理 过 程 就 不 足以 保证 关于 相应 结论 的 信 
念 。 

当然 ， 上 述 的 怀疑 情绪 是 一 种 心理 现象 。 但 是 , 基 切 尔 指 出 ， 
第 一 ， 这 种 怀疑 情绪 并 不 是 一 种 不 正常 或 不 必要 的 心理 状态 ， 而 
是 有 其 合理 性 的 。 因 为 ， 我 们 很 清楚 地 知道 ,自己 是 会 犯错 误 的 。 
例如 ， 过 度 的 紧张 必然 会 导致 注意 力 的 分 散 ， 我 们 有 时 会 犯 计算 
的 错误 ， 等 等 。 因 此 ， 在 通过 一 个 宛 长 的 证 明 而 最 终 获 得 某 一 结 
论 时 ,产生 以 下 的 想法 就 完全 是 合理 的 , 即 在 证 明 中 可 能 包含 了 某 
种 跟 藏 的 错误 。 第 二 ， 心 理 状态 并 不 能 改变 命题 的 真理 性 ,但 是 ， 
上 述 怀疑 情绪 的 存在 及 其 合理 性 却 清 楚 地 表明 了 所 说 的 证 明 并 不 
足以 保证 相应 结论 的 先 验 性 。 因 为 ， 由 前 面 关于 知识 先 验 性 的 分 
析 我 们 已 经 知道 ， 其 必要 条 件 之 一 就 是 在 任何 环境 条 件 下 相应 的 
过 程 都 足以 保证 关于 所 说 命题 的 信念 。 事 实 上 ， 正 如 休 广 早已 指 
出 的 ， 数 学 家 对 于 自己 结论 的 信念 常常 依赖 于 环境 的 因素 ， 如 朋 
友 们 的 支持 ， 特 别 是 学 术 界 的 赞许 等 一 一 在 基 切 尔 看 来 ， 这 也 就 
清 想 地 表明 了 这 样 一 点 : 在 相反 的 环境 条 件 下 ， 即 在 不 那么 “ 友 
好 ?的 环境 中 ， 单 纯 的 证 明 是 不 足以 保证 关于 相应 结论 的 信念 的 。 
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最 后 ， 基 切 尔 还 对 这 样 一 种 意见 进行 了 批驳 ， 即 认为 上 述 的 怀疑 
情绪 是 由 于 证 明 的 不 完善 而 造成 的 。 基 切 尔 指出 ， 证 明 的 严格 化 
即 形式 化 ， 只 会 使 证 明 变 得 更 加 宛 长 ， 从 而 也 就 只 会 进一步 增强 
所 说 的 不 确定 感 ， 而 不 可 能 消除 这 种 情绪 。. 

综 上 所 述 ， 在 基 切 尔 看 来 ， 数 学 证 明 是 否 具有 保持 先 验 性 的 
特性 就 是 大 可 怀疑 的 。 

(2) 除 证 明 认 识 作用 的 分 析 外 ， 基 切 尔 又 对 所 谓 的 数学 公理 
的 先 验 性 进行 了 批驳 。 就 数学 先 验 论 的 批判 而 言 ， 后 者 与 前 者 相 
比 是 更 为 重要 的 。 因 为 ， 即 使 承认 演绎 推理 具有 保持 先 验 性 的 性 
- 质 ， 数 学 的 先 验 论 仍然 依赖 于 关于 公理 先 验 性 的 论断 ， 从 而 ， 只 
要 我 们 能 够 证 明 数学 公理 的 非 先 验 性 ， 数 学 先 验 论 就 丧失 了 最 终 
的 依据 。 

由 于 关于 公理 先 验 性 的 断言 可 以 以 不 同 的 形式 得 到 表现 ， 因 
此 ， 在 此 就 必须 针对 各 种 可 能 的 理论 进行 分 析 和 批判 。 具 体 地 说 ， 
基 切 尔 首先 对 柏拉图 主义 的 “直觉 理论 ?进行 了 批判 。 基 切 尔 指出 ， 
柏拉图 主义 在 公理 的 真理 性 问题 上 通常 采取 先 验 论 的 立场 是 有 其 
一 定 必然 性 的 ， 由 于 认为 数学 对 象 是 一 种 不 依赖 于 思维 的 独立 存 
在 ， 因 此 ,在 柏拉图 主义 者 看 来 ,在 数学 对 象 与 认识 主体 之 间 就 存 
在 着 某 种 和 物理 (经 验 ) 对 象 与 认识 主体 之 间 相 类 似 的 关系 ;然而 ， 
又 由 于 数学 对 象 并 非 通常 的 物理 存在 ， 数 学 的 认识 就 不 可 能 建立 
在 感性 经 验 之 上 ， 因 此 ， 柏 拉 图 主义 者 最 终 就 往往 以 所 谓 的 数学 
直觉 作为 数学 认识 活动 的 依据 ， 即 认为 数学 的 认识 可 以 唯一 地 依 
赖 直 觉 (和 演绎 逻辑 ) 得 到 建立 。 但 是 , 基 切 尔 指 出 ,柏拉图 主义 的 
直 党 理论 事实 上 是 不 足以 证 明 公理 的 先 验 性 的 。 因 为 ， 第 一 ， 上 
述 的 分 析 已 经 表明 ， 这 种 关于 数学 直觉 的 思想 在 很 大 程度 上 是 应 
用 类 比方 法 的 结果 。 由 于 柏拉图 主义 者 始终 未 能 从 认识 论 的 角度 
对 直觉 的 问题 作出 进一步 的 明确 说 明 〈 这 也 就 是 伯 纳 塞 洛 夫 所 谓 
的 标准 观点 在 认识 论 问 题 上 的 困难 所 在 )， 因 此 ,柏拉图 主义 的 直 
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党 理论 充其量 也 就 只 能 说 是 一 种 “可 能 的 假说 (解释 )”， 而 不 能 被 
看 成 是 一 种 已 经 得 到 了 证 实 的 理论 。 第 二 ,由 数学 家 的 实践 看 , 直 
觉 在 数学 的 认识 活动 中 的 确 具有 十 分 重要 的 作用 ， 但 是 ， 直 觉 的 
易 雇 性 (不 可 靠 性 ) 同 样 是 一 个 公认 的 事实 而且 ,- 这 也 可 以 看 成 
上 述 类 比 的 一 个 合理 推论 。 因 为 ， 感 性 经 验 显然 是 易 雇 的 ) 。 正 因 
为 此 ， 直 觉 就 不 能 为 相应 的 数学 知识 提供 可 靠 的 保证 一 一 就 现在 
的 论题 而 言 ， 这 也 就 表明 了 这 样 的 事实 ， 我 们 完全 可 以 设想 出 这 
样 的 “不 友好 ”环境 ， 在 其 中 直觉 并 不 足以 保证 关于 相应 数学 命题 
(公理 ) 的 信念 。 从 而 ， 依 据 前 述 关于 知识 先 验 性 的 分 析 ， 公 理 的 
先 验 性 就 不 可 能 建立 在 直觉 之 上 。 

其 次 ， 基 切 尔 又 对 所 谓 的 概念 论 的 先 验 论 进行 了 批判。 所 谓 概 
念 论 的 先 验 论 主要 是 指 这 样 一 种 观点 , 即 认为 数学 命题 (特别 是 数 
学 公理 ) 所 涉及 的 只 是 概念 之 间 的 联系 ， 从 而 其 真理 性 就 可 唯一 
地 建立 在 概念 分 析 之 上 ， 而 这 也 就 证 明了 数学 命题 的 先 验 性 。 与 
奉 因 关于 分 析 真 理 的 分 析 相 类 似 ( 参 见 3.2 节 ) , 基 切 尔 也 认为 数学 
中 的 一 部 分 命题 (特别 是 公理 ) 的 确 可 以 看 成 “定义 下 的 真理 "， 如 
果 其 中 所 涉及 的 概念 的 意义 是 由 相应 的 定义 ( 隐 定义 或 显 定 
义 一 前 者 是 就 公理 而 言 ， 后 者 是 就 定理 而 言 》 所 确定 的 。 一 般 
地 说 ， 基 切 尔 指出 ,这 是 一 个 事实 ,就 是 语言 的 训练 可 以 使 人 们 获 
得 这 样 的 能 力 ， 借 助 于 此 人 们 即 可 获得 一 定 的 知识 。 例 如 ， 在 熟 
悉 了 现代 代数 学 的 语言 以 后 ， 人 们 即 就 获得 了 如 下 的 知识 “任何 
群 都 包含 有 一 个 单位 元 素 ”等 ， 又 如 在 了 解 了 正切 函数 的 定义 


以 后 (tga = sing)， 人 们 自然 也 就 可 以 由 “全 。= 1 引出 新 的 知 


cos45° 


识 “tg45° = 1" 。 但 是 ， 基 切 尔 强调 指出 ， 这 种 关于 概念 意义 的 分 

析 也 不 足以 保证 相应 知识 的 先 验 性 。 具 体 地 说 , 基 切 尔 认为 ,对 于 

一 个 数学 理论 人 们 可 以 从 三 种 不 同 的 角度 对 其 可 靠 性 提出 一 定 的 

怀疑 直接 的 挑战 ， 即 指 对 于 理论 中 某 些 结论 的 直接 (经 验 的 ) 
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否定 ，@ 理 论 的 挑战 ， 这 是 指 提 出 另 一 种 理论 ， 并 证 明 这 种 理论 
与 原来 的 理论 相 比 是 更 为 合理 的 ，@ 社 会 的 挑战 ， 这 是 指 来 自学 
术 界 或 权威 人 士 的 指责 ， 即 认为 理论 的 建立 过 程 中 包含 有 一 定 的 
错误 。 由 于 认为 知识 的 先 验 性 包含 了 这 样 的 条 件 : 在 任何 可 能 的 
环境 中 ,相应 的 过 程 (或 相同 类 型 的 过 程 ) 都 足以 保证 有 关 的 信念 ， 
因此 ， 在 基 切 尔 看 来 ， 只 要 我 们 能 党 证 明 上 述 任何 一 种 挑战 的 存 
在 性 和 有 效 性 ， 先 验 论 的 观点 就 遭 到 了 了 驶 斥 。 就 概念 论 的 先 验 论 
而 言 ， 基 切 尔 认 为 ， 直 接 的 挑战 是 不 可 能 的 。 因 为 ， 在 任何 情况 
下 ， 我 们 都 可 以 通过 概念 的 适当 修正 (限制 ) 去 排除 任何 可 能 的 反 
例 ( 例 如 ,一 种 常见 的 说 法 就 是 ;我们 对 于 所 说 的 概念 有 着 不 同 的 
理解 2?)， 但 是 ， 在 此 却 可 提出 理论 的 挑战 和 社会 的 挑战 ， 由 于 科 
学 研究 具有 明确 的 目的 性 ,因此 ,我 们 就 不 能 任意 地 去 创造 和 使 用 
科学 语言 ， 而 必须 考虑 其 合理 性 的 问题 ， 又 由 于 关于 语言 不 合理 
性 的 分 析 势 必 会 导致 对 于 相应 结论 的 怀疑 ， 因 此 , 在 基 切 尔 看 
来 ， 某 些 可 能 情况 的 存在 一 一 在 这 些 情况 下 ,相应 的 定义 (一 般 地 
说 ,就 是 某 些 概念 的 用 法 ) 将 被 认为 是 “不 合理 的 ”一 一 就 表明 了 语 
言 的 因素 并 不 足以 保证 相应 知识 的 先 验 性 。 例 如 ， 理 论 的 不 相 容 
性 就 是 这 样 的 例子 。 另 外 ， 所 定义 对 象 的 不 确定 性 及 其 与 习惯 用 
法 的 不 一 致 性 也 可 能 导致 同样 的 结论 ， 因 为 ， 这 显然 不 利于 认识 
的 深化 和 发 展 ， 并 可 能 导致 误解 和 混乱 。 一 般 地 说 , 基 切 尔 指出 ， 
“语言 实践 对 于 关于 数学 命题 的 信念 的 保证 力 可 能 由 于 这 样 的 经 
验 遭 到 破坏 ， 如 果 这 种 经 验 表 明了 所 涉及 概念 的 应 用 的 合理 性 是 
值得 怀疑 的 ”这 也 就 是 说 ， 如 果 经 验 使 我 们 有 理由 认为 我 们 对 于 
一 些 概 念 的 使 用 在 某 些 方面 是 不 合理 的 ， 这 时 ， 语 言 的 使 用 就 无 
法 再 保证 对 于 相应 数学 命题 的 信念 ， 而 这 也 就 证 明了 这 些 知识 的 
非 先 验 性 。(kThe Nature of Mathematical Knowledge» 第 85-87 页 .) 

综 上 所 述 ， 基 切 尔 认为 数学 先 验 论 是 站 不 住 脚 的 ， 而 这 也 就 
更 为 清楚 地 表明 了 系统 地 发 展 经 验 主义 数学 观 的 必要 性 。 
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5.。2 普 特 南 的 经 验 实在 论 


普 特 南 (也 .Putnam) 是 当代 美国 著名 的 科学 哲学 家 和 逻辑 学 
家 。 他 早年 求学 于 洛杉矶 的 加 州 大 学 ， 并 曾 先后 任教 于 普林斯顿 
大 学 、 麻 省 理工 学 院 及 险 佛 大 学 。 经 验 的 实在 论 是 普 特 南 在 科学 
哲学 研究 中 所 采取 的 基本 立场 ， 对 此 普 特 南 本 人 在 1974 年 出 版 的 
论文 集 k 数 学 、, 物 质 和 方法 》 的 序言 中 曾 作 了 这 样 的 说 明 :“@ 实 在 
论 ， 这 不 仅 是 指 物质 对 象 而 言 ， 而 且 也 包括 像 物 理 量 和 场 那样 的 
“ 共 相 ”， 以 及 数学 的 必然 性 或 可 能 性 (或 者 等 价 地 说 ,数学 对 象 ) ， 
@ 反对 存在 有 任何 绝对 的 先 验 真理 的 观点 ，@ 同时 也 反对 关于 
“事实 ”命题 都 是 并 永远 是 “经 验 的 ， 也 即 从 属于 实验 和 观察 的 检 
验 的 思想 @ 数 学 并 不 是 先 验 的 科学 ， 可 以 从 历史 和 方法 论 的 角 
度 对 数学 的 经 验 和 拟 经 验 的 方面 作 清楚 的 说 明 。”(«Mathematics, M- 
atter and Method», 第 vii 页 .) 由 此 可 见 ， 数 学 哲学 在 普 特 南 的 科学 
哲学 研究 中 占有 十 分 重要 的 地 位 ， 并 事实 上 构成 了 其 一 般 科 学 哲 
学 思想 的 一 个 重要 组 成 部 分 。 正 因为 此 ， 我 们 也 就 可 以 把 他 在 数 
学 哲学 研究 中 所 采取 的 立场 称 为 “经 验 的 实在 论 " 。 显 然 ， 这 不 仅 
清楚 地 表明 了 普 特 南 的 数学 哲学 理论 与 其 科学 哲学 理论 之 间 的 高 
度 统一 ， 而 且 也 集中 地 表明 了 这 一 立场 的 两 个 基本 成 分 ， 实 在 论 
和 经 验 主义 。 


1。 对 于 数学 真理 客观 性 的 直接 肯定 

数学 哲学 中 的 实在 论 通 常 是 指 这 样 一 种 观点 ， 它 把 数学 对 象 
堵 成 是 一 种 不 依赖 于 人 类 思维 的 独立 存在 。 由 于 柏拉图 主义 者 在 
数学 的 本 体 论 问题 上 采取 实在 论 的 立场 ， 因 此 ， 实 在 论 有 时 就 被 
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等 同 于 柏拉图 主义 。 然 而 ， 由 以 下 的 介绍 可 以 看 出 ， 普 特 南 所 主 
张 的 “经 验 实在 论 "与 柏拉图 主义 及 一 般 意义 下 的 实在 论 都 有 着 重 
要 的 区 别 。 

在 《什么 是 数学 真理 ? 》 一 文中 ， 普 特 南 曾 对 自己 的 实在 论 立 
场 作 了 较为 系统 的 论述 。 他 首先 引用 了 杜 墨 特 (M.Dummett) 关 
于 实在 论 的 一 个 简单 而 勾 十 分 精致 的 表述 :“ 实 在 论 者 (相对 于 某 
一 给 定 的 理论 或 论述 而 言 ) 认 为 ，@ 这 一 理论 或 论述 中 的 语句 或 
者 为 真 ， 或 者 为 假 ，@ 使 它们 为 真 或 为 假 的 是 某 种 外 在 的 东 
西 一 这 也 就 是 说 ， 既 不 是 (一 般 地 说 ) 我 们 的 真实 的 或 潜在 的 感 
党 ， 也 不 是 我 们 的 心智 构造 或 语言 ， 等 等 。”(<Mathematics，Matter 
and Method», 第 69-70 页 .) 显 然 , 如 果 采 取 了 这 样 的 立场 ,所 说 的 实在 
论 事实 上 就 只 是 肯定 了 数学 的 客观 性 ， 而 并 没有 对 数学 对 象 的 实 
在 性 作出 任何 断言 。 这 也 就 如 同 普 特 南 所 说 ,“ 实 在 论 的 问题 …… 
是 数学 的 客观 性 的 问题 ”而 不 是 数学 对 象 的 存在 性 问题 。”( 同 上 ， 
第 70 页 .) 由 此 可 见 ， 在 普 特 南 所 主张 的 实在 论 与 通常 所 说 的 实在 
论 及 柏拉图 主义 之 间 就 有 着 重要 的 区 别 。 

当然 ， 正 如 第 二 章 中 关于 柏拉图 主义 的 讨论 所 已 指出 的 ， 由 
承认 数学 的 客观 性 到 承认 数学 对 象 的 (客观 ) 存 在 性 可 以 说 是 十 分 
自然 的 一 步 。 但 是 ,在 这 两 者 之 间 毕 竞 又 存在 着 重要 的 区 别 。 普 特 
南 是 清楚 地 认识 到 这 种 区 别 的 ， 他 并 由 此 而 发 展 起 了 自己 的 独特 
的 “经 验 实在 论 "一 一 就 一 般 科 学 哲学 而 言 , 这 是 与 他 所 谓 的 “ 形 而 
上 学 的 实在 论 ”相对 立 的 ， 就 数学 哲学 而 言 ， 则 是 与 柏拉图 主义 
直接 相对 立 的 。 例 如 ， 普 特 南 就 曾 明 兢 地 指出 “在 数学 哲学 中 我 
们 可 以 是 一 个 实在 论 者 而 不 必 接受’ 柏拉图 主义 的 认识 论 …… 我 
们 也 无 须 * 接 受 ? 柏拉图 主义 的 本 体 论 。?( 同 上 ， 第 72 页 .) 

那么 ， 我 们 究竟 应 当 怎样 看 待 数学 的 客观 性 呢 ? 什么 又 是 数 
学 研究 的 根本 意义 呢 ? 由 上 面 的 分 析 可 以 知道 ， 这 事实 上 就 涉及 
到 了 普 特 南 经 验 实在 论 的 核心 内 容 。 
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为 了 更 清楚 地 对 普 特 南 的 经 验 实 在 论 进行 说 明 ， 在 此 可 以 通 
过 与 逻辑 经 验 主义 的 数学 真理 观 进行 对 照 来 进行 分 析 。 如 所 知 , 在 
本 世纪 50 年 代 以 前 ， 逻 辑 经 验 主义 在 西方 哲学 界 中 曾 长 期 占据 主 
导 的 地 位 ， 而 其 基本 理论 之 一 即 是 关于 两 种 命题 一 一 综合 命题 和 
分 析 命题 一 一 的 区 分 。 具 体 地 说 ， 按 照 逻 辑 经 验 主义 的 理论 ， 命 
题 可 以 按照 其 是 否 具有 客观 内 容 区 分 为 分 析 命 题 和 综合 命题 ， 前 
者 不 包含 任何 事实 内 容 ， 后 者 则 包含 有 一 定 的 事实 内 容 。 逻 辑 经 
验 主义 的 上 述 观 点 在 历史 上 可 以 追溯 到 休 庶 。 就 其 现代 发 展 而 言 ， 
则 与 逻辑 主义 的 基础 研究 及 维特 根 斯 坦 关 于 逻辑 真理 性 的 分 析 有 
着 直接 的 联系 ;按照 逻辑 主义 的 观点 ， 数 学 可 以 化 归 为 逻辑 ;而 
维特 根 斯 坦 则 认为 逻辑 真理 是 所 谓 的 “ 重 言 式 ”， 也 即 不 包含 任何 
事实 的 内 容 。 从 而 ， 如 果 把 这 两 种 观点 结合 起 来 ， 我 们 似乎 也 就 
可 以 立即 引出 这 样 的 结论 :数学 真理 是 不 包含 任何 事实 内 容 的 ,也 
即 是 所 谓 的 分 析 真 理 。 

由 于 逻辑 主义 把 数学 化 归 为 逻辑 的 努力 未 能 取得 成 功 ， 维 特 
根 斯 坦 关于 届 辑 真理 性 的 分 析 又 具有 明显 的 缺陷 ， 因 此 ， 逻 辑 经 
验 主义 者 后 来 一 般 不 再 强调 由 数学 向 逻辑 的 化 归 。 但 是 ,他 们 却 仍 
然 坚 持 了 数学 真理 (及 逻辑 真理 ) 是 分 析 命题 的 观点 ， 因 为 ， 只 有 
这 样 ,他 们 才能 克服 由 于 数学 真理 和 逻辑 真理 所 造成 的 严重 的 “ 理 
论 困难 ?。 这 也 就 如 同 艾 耶 尔 (A.Ayer) 所 指出 的 ,按照 经 验 主义 的 
观点 , “没有 一 个 具有 事实 内 容 的 命题 能 够 是 必然 的 或 确定 的 ”， 
然而 , “数学 和 逻辑 真理 在 任何 人 看 来 都 是 必然 的 和 确定 的 "， 从 
而 ， 如 果 经 验 主义 者 不 能 对 此 作出 令 人 满意 的 解释 的 话 , 他 们 “就 
不 得 不 让 路 给 唯 理论 *。(《 语 言 、 真 理 与 馆 辑 》， 上 海 译文 出 版 社 , 1981 
年 ， 第 78 一 79 页 .) 

作为 数学 与 逻辑 真理 的 具体 分 析 ， 逻 辑 经 验 主义 者 突出 强调 
了 数学 与 远 辑 命题 的 “不 可 证 伪 性 *。 例 如 ， 艾 耶 尔 写 道 :“ 假 如 看 
起 来 是 欧 几 里 得 几何 学 的 三 角形 ， 在 度量 时 发 现 三 个 角 的 度数 衣 
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起 来 不 是 180 度 ,我 们 不 说 我 们 已 经 遇 到 了 一 个 例子 ， 证 明 欧 几 里 
得 几何 学 三 内 角 之 和 是 180 度 这 一 数学 命题 是 无 效 的 。 我 们 说 我 们 
的 度量 有 错误 ， 或 者 更 加 可 能 的 是 说 ， 我 们 已 经 度量 的 不 是 欧 几 
里 得 几何 学 的 三 角形 …… 在 任何 情况 下 …… 我 们 总 是 用 某 种 对 事 
件 的 其 它 解释 来 保持 数学 命题 的 效 准 。”( 同 上 ,第 82 页 ,) 在 逻辑 经 验 
主义 者 看 来 ， 这 种 “不 可 证 明 性 ?也 就 证 明了 数学 及 逻辑 命题 的 分 
析 性 。 这 就 如 同 艾 耶 尔 所 说 :“ 分 析 命题 是 完全 没有 事实 内 容 的 。 
并 且 , 就 因为 这 个 理由 , 没有 经 验 可 以 驳斥 这 些 分 析 命题 。”( 同 上 。 
第 86 页 。) 这 样 ， 在 轴 辑 经 验 主义 者 看 来 ,上 述 的 关于 数学 和 逻辑 真 
理 的 必然 性 与 经 验 主义 基本 立场 的 “矛盾 ?也 就 得 到 了 解决 。 

逻辑 经 验 主义 者 并 曾 从 语言 的 角度 对 数学 与 逻辑 的 真理 性 进 
行 了 分 析 。 他 们 认为 ， 分 析 真 理 只 是 关于 我 们 以 何 种 方式 使 用 词 
语 的 记录 。 这 就 如 同 卡 尔 纳 普 所 说 “如果 一 个 语句 的 真理 性 仅仅 
取决 于 语言 因素 ， 而 与 语言 与 外 界 的 关系 及 外 界 的 事情 无 关 ， 那 
么 这 就 是 所 说 的 分 析 真 理 。” 

如 前 所 述 ， 逻 辑 经 验 主义 在 西方 哲学 界 中 曾 长 期 占据 主导 的 
地 位 。 但 是 ， 从 50 年 代 起 ， 这 一 理论 遭 到 了 激烈 的 批评 ， 而 批判 
的 锋芒 所 直接 指向 的 正 是 关于 分 析 命 题 与 综合 命题 的 区 分 等 基本 
“信条 ”。 从 历史 上 看 ， 美 国 哲学 家 、 逻 辑 学 家 弯 因 首先 对 逻辑 经 
验 主义 进行 了 有 力 的 批判 。 在 1951 年 发 表 的 著名 论文 《经 验 论 的 
两 个 教条 ?中 ， 奎 因 写 道 : “现代 经 验 论 大 部 分 是 受 两 个 教条 制 约 
的 。 其 一 是 相信 在 分 析 的 或 以 意义 为 根据 而 不 依赖 于 事实 的 真理 
与 综合 的 或 以 事实 为 根据 的 真理 之 间 有 根本 的 区 别 。 另 一 个 教条 
是 还 原 论 : 相信 每 一 个 有 意义 的 陈述 都 等 值 于 某 种 以 指称 直接 经 
验 的 名 词 为 基础 的 逻辑 构造 。 我 将 要 论证 ， 这 两 个 教条 都 是 没有 
根据 的 。”(《 经 验 论 的 两 个 教条 》， 载 《从 逻辑 的 观点 看 》, 上 海 译文 出 版 社 ， 
1987 年 、 第 19 页 .》 

继承 了 分 析 哲 学 的 传统 ， 奎 因 对 于 逻辑 经 验 主义 “两 个 教条 ” 
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的 批判 主要 是 围绕 我 们 能 否 对 分 析 命 题 与 综合 命题 作出 明确 的 区 
分 这 样 一 个 问题 展开 的 。 但 是 ， 从 根本 上 说 ， 硅 因 的 论据 则 是 关 
于 科学 整体 论 的 思想 ， 他 并 由 此 而 引出 了 “数学 与 逻辑 命题 是 可 
、 以 证 伪 的 ?结论 。 奎 因 指 出 ， 就 科学 理论 的 检验 可 言 ,我 们 不 应 就 
各 个 孤立 的 命题 去 进行 考察 ， 而 应 把 全 部 科学 看 成 一 个 整体 。 奎 
因 这 样 写 道 ; 我 认为 我 们 关于 外 在 世界 的 陈述 不 是 个 别 地 、 而 是 
仅仅 作为 一 个 整体 来 面 对 感 觉 经 验 的 法 庭 的 ”这 就 是 说 ， 全 部 科 
学 是 这 样 一 个 “知识 或 信念 的 整体 ,从 地 理 和 历史 的 最 偶然 事件 到 
原子 物理 学 乃至 纯 数 学 和 逻辑 的 最 深刻 的 规律 ， 它 们 组 成 了 一 个 
人 造 的 大 网 络 。?”( 同 前 ， 第 38 一 40 页 。) 正 因为 全 部 科学 是 -一 个 整 
体 ， 因 此 ， 在 奢 因 看 来 ， 经 验 的 冲击 对 科学 所 造成 的 就 是 一 种 整 
体 性 的 后 果 ， 即 总 体内 部 的 重新 调整 ， 对 于 各 个 命题 真 值 的 重新 
分 配 ， 进而， 绝对 意义 上 的 证 实 与 证 伪 也 就 都 是 不 存在 的 。 因 为 ， 
“在 任何 情况 下 任何 陈述 都 可 以 认为 是 真 的 ,如 果 我 们 在 系统 的 其 
它 部 分 作出 足够 剧烈 的 调整 的 话 ， 即 使 一 个 很 靠近 外 围 的 陈述 面 
对 着 奖 强 不 届 的 经 验 ， 也 可 以 借口 发 生 幻 觉 或 者 修改 被 称 为 逻辑 
规律 的 那 一 类 的 某 些 陈 述 而 被 认为 是 真 的 。 反 之 ,由 于 同样 原因 ， 
没有 任何 陈述 是 免 受 修改 的 。”( 同 上 ， 第 40 一 41 页 )。 
显然 ， 按 照 上 述 的 分 析 ， 逻 辑 经 验 主 义 关于 分 析 命题 与 综合 
命题 的 区 分 就 是 没有 根据 的 了 。 恰 恰 相 反 ， 按 照 奎 因 的 观点 ， 在 
数学 (逻辑 ) 与 一 般 科 学 命题 之 间 并 不 存在 任何 质 的 区 别 ， 而 只 是 
具有 某 种 程度 上 的 差异 ， 后 者 由 于 处 于 科学 网 络 的 边缘 与 经 验 有 
着 较为 直接 的 联系 ,前 者 则 因 处 于 中 央 与 经 验 只 有 间接 的 联系 。 然 
而 ， 这 种 联系 的 间接 性 却 并 不 能 证 明 数 学 (逻辑 ) 命 题 的 不 可 证 伪 
性 。 
综 上 所 述 ， 奎 因 的 科学 整体 论 就 是 对 于 逻辑 经 验 主义 真理 观 
的 严重 挑战 。 但 是 ， 必 须 明确 的 是 ,在 数学 真理 的 客观 性 问题 上 ， 
奎 因 最 终 所 采取 的 立场 却 又 是 与 逻辑 经 验 主义 十 分 接近 的 。 具 体 
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地 说 ， 由 于 奎 因 最 终 采 取 了 实用 主义 的 立场 ， 即 认为 全 部 科学 都 
只 是 一 种 “有 用 的 虚构 "一 一 “就 认识 论 的 立足 点 而 言 ,物理 对 象 和 
诸 神 只 是 程度 上 、 而 非 种 类 上 的 不 同 …… 作为 数学 内 容 的 抽象 
物 …… 在 认识 论 上 说 ， 这 些 是 同 物理 对 象 与 诸 神 处 在 同一 地 位 的 
神话 , 既 不 更 好 些 ， 也 不 更 坏 些 ”( 同 前 ,第 42 页 》 因此 ， 在 奎 因 
看 来 ,我 们 所 能 断言 的 就 只 是 科学 (包括 数学 ) 的 “实用 性 ”, 而 不 是 
“客观 的 真理 性 ”。 

就 科学 整体 论 的 思想 而 言 ， 普 特 南 与 厅 因 的 立场 是 完全 相同 
的 。 但 是 ， 与 奎 因 不 同 的 是 ， 普 特 南 又 突出 地 强调 了 科学 〈 包 括 
数学 ) 的 客观 真理 性 ,而 这 事实 上 也 就 是 经 验 实在 论 (无 论 就 一 般 
科学 或 是 就 数学 而 言 ) 的 核心 所 在 。 例 如 ， 普 特 南 指出 ， 经 验 科 学 
的 实在 论 建立 在 如 下 的 两 个 论据 之 上 : 第 一 ， 反 面 的 论据 。 这 是 
指 各 种 反 实 在 论 的 哲学 理论 ,如 化 归 主 义 和 操 作 主 义 的 理论 等 ,都 
没有 能 取得 成 功 。 第 二 ， 正 面 的 论据 。 这 是 指 唯 有 实在 论 能 为 科 
学 (的 成 功 ) 提 供 合理 的 解释 。 这 也 就 是 说 ， 唯 有 依据 科学 的 描述 
， 性质 及 其 与 描述 对 象 的 关系 ,以 下 的 现象 才能 得 到 合理 的 解释 : 科 
学 词 项 的 指称 性 ， 科 学 理论 的 近似 真理 性 ， 相 同 的 词 项 即使 出 现 
在 不 同 的 理论 中 也 可 能 指称 同一 事物 ， 等 等 。 另 外 ， 就 数学 的 实 
在 论 而 言 ， 普 特 南 指 出 ， 上 述 的 论据 (特别 是 正面 的 论据 ) 同 样 也 
适用 于 数学 的 情况 ， 此 外 ， 我 们 还 可 提出 以 下 的 两 个 论据 第 
一 ， 数 学 的 经 验 。 这 是 指数 学 的 高 度 发 展 ， 它 在 解决 问题 上 所 取 
得 的 极 大 成 功 及 自身 的 无 矛盾 性 等 。 在 普 特 南 看 来 ， 这 些 即 已 证 
明了 数学 的 真理 性 。 他 写 道 :“ 如 果 不 存在 这 样 一 种 关于 大 部 分 数 
学 都 是 真理 的 解释 ， 如 果 我 们 所 作 的 仅仅 是 随意 地 去 写 出 一 些 无 
意义 的 符号 (其 中 甚至 包括 了 尝试 和 错误 )， 我 们 的 理论 怎么 可 能 
是 无 矛盾 的 昵 ? 它 又 怎么 可 能 如 此 地 富有 成 果 呢 ?”(<Mathematics 
Matter and Method», 第 73 页 。) 第 二 ， 物 理 的 经 验 ， 由 于 物理 和 数 
学 是 如 此 紧密 地 联系 在 一 起 的 ， 因 此 ， 在 普 特 南 看 来 ， 对 物理 学 

77 


客观 真理 性 的 确认 也 就 包含 了 对 数学 客观 真理 性 的 确认 。 例 如 , 通 
过 对 万 有 引力 定律 的 分 析 ， 普 特 南 指出 :“ 如 果 一 个 人 对 物理 世界 
采取 实在 论 的 立场 ， 他 就 将 断言 万 有 引力 定律 是 关于 客体 的 客观 
性 命题 。 但 是 ， 这 一 命题 是 什么 呢 ? 它 所 断言 的 是 两 个 客体 将 如 
此 地 相互 作用 ， 以 致 与 这 些 客体 有 关 的 两 个 数 的 比 恰好 等 于 与 此 
相关 的 第 三 个 数 。 从 而 ， 如 果 数 及 它们 的 相互 联系 (函数 ?都 仅仅 
是 虚构 的 话 ， 这 一 命题 又 怎么 可 能 具有 任何 客观 内 容 呢 ?? (同上 ， 
第 74 真 . ) 这 也 就 是 说 ，“ 数 学 和 物理 是 如 此 紧密 地 联系 在 一 起 ， 以 
致 不 可 能 对 物理 理论 采取 实在 论 的 立场 ， 而 对 数学 理论 采取 唯 名 
论 的 立场 。”( 同 上 ， 第 74 页 。) 

综 上 所 述 ， 在 普 特 南 看 来 ,“ 数 学 的 经 验 表明 在 某 种 解释 下 数 
学 是 真理 ， 物 理 的 经 验 则 表明 这 种 解释 是 实在 论 的 。 (同上 , 第 74 
页 。) 从 而 ， 数 学 的 客观 真理 性 在 普 特 南 那里 就 得 到 了 充分 的 肯 
定 ， 而 其 基本 论据 则 就 是 由 奎 因 那 里 所 继承 的 “科学 整体 论 " 的 思 
想 。 

2。 对 象 一 模 态 的 双重 观点 

仔细 地 阅读 上 面 所 引用 的 经 验 实在 论 的 论述 ， 不 难 发 现 普 特 
南 在 此 所 论 及 的 已 不 仅 是 科学 真理 的 客观 性 ， 同 时 也 直接 肯定 了 
科学 理论 的 描述 意义 ， 特 别 是 科学 中 专门 词 项 的 指称 意义 。 由 于 
数学 与 经 验 科学 被 认为 是 紧密 地 联系 在 一 起 的 ,因此 ,在 此 自然 也 
就 应 当 考 虑 这 样 的 问题 数学 中 的 专 有 名 词 是 否 也 具有 指称 的 意 
义 ? 事实 上 ， 即 使 不 去 考虑 数学 与 经 验 科学 的 联系 ， 上 述 问题 的 
提出 也 是 不 可 避免 的 。 因 为 ， 就 数学 真理 性 的 深入 分 析 而 言 ， 我 
们 显然 不 能 停留 在 对 于 数学 真理 客观 性 的 一 般 肯 定 上 ， 而 应 对 数 
学 命题 与 客观 实在 的 联系 作出 进一步 的 分 析 。 例 如 ， 我 们 应 当 怎 
样 去 理解 数学 中 存在 性 命题 的 意义 ， 如 “次 代数 方程 至 少 有 一 
个 复数 根 ” “至 少 存在 有 三 个 大 于 17 的 质数 ”， 等 等 。 这 样 ,我 们 
也 就 必须 进一步 去 从 事 数学 本 体 论 问 题 的 直接 研究 。 
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由 于 大 部 分 数学 概念 都 订 以 借助 集合 的 概念 得 到 定义 ,因此 ， 
数学 的 本 体 论 问题 在 很 大 程度 上 就 可 归结 为 如 下 的 问题 我们 应 
当 怎样 去 看 待 集合 的 实在 性 ? 也 正 是 出 于 这 样 的 考虑 ， 普 特 南 就 
把 那 种 直接 肯定 了 数学 对 象 存在 性 的 观点 称 为 “关于 数学 的 集合 - 
对 象 观点 ”( 更 为 一 般 地 说 ， 这 就 是 伯 纳 塞 洛 夫 所 谓 的 “标准 观 
点 ”)。 例 如 、 普 特 南 写 道 ， 关 于 数学 的 集合 一 对 象 观 点 ， 即 是 
指 “把 数学 看 成 对 于 由 “数学 对 象 ? 所 组 成 的 “世界 ”的 描述 一 - 特 
殊 地 ， 数 学 就 是 对 于 集合 之 间 关系 的 描述 ， 而 如 果 把 集合 ' 改 成 
“集合 和 数 ' 也 不 会 造成 多 大 的 区 别 。 因 为 在 今天 ， 数 可 以 被 “等 
同 于 ， 集 合 这 样 一 点 看 来 已 不 被 认为 具有 特殊 的 意义 ， 而 主要 之 
点 则 是 数学 是 对 于 “客体 ,的 描述 。”( 同 前 ， 第 47 页 。) 

显然 ， 普 特 南 所 说 的 “集合 一 对 象 观点 ?是 与 柏拉图 主义 的 本 
体 论 基 本 一 致 的 ， 因 此 ， 在 普 特 南 看 来 ， 简 单 地 接受 这 种 观点 就 
是 不 能 允许 的 ， 而 必须 发 展 起 关于 数学 的 不 同 的 观点 。 具 体 地 说 ， 
这 就 是 所 谓 的 “关于 数学 的 模 态 一 逻辑 观点 >。 按照 这 种 观点 ， 数 
学 并 不 具有 自己 的 特殊 对 象 ， 而 只 是 借助 于 特定 概念 对 普通 事物 
的 研究 。 这 也 就 是 说 ，“ 数 学 根本 不 具有 自己 所 特有 的 对 象 。 你 可 
以 就 你 所 乐意 讨论 的 任何 对 象 一 雨天、 纸 上 的 痕迹 、 图 像 、 直 
线 或 球体 一 一 去 证 明定 理 ……! 数 学 家 并 没有 作出 任何 存在 性 的 

言 ， 而 只 是 表明 什么 是 可 能 的 ， 什 么 是 不 可 能 的 。”( 同 上 ， 第 70 
页 .) 显 然 ， 按 照 这 样 的 观点 ,数学 在 本 质 上 就 是 模 态 的 ,而 并 非 描 
述 性 的 (这 也 就 是 普 特 南 何以 把 这 种 观点 称 为 “ 模 态 一 逻辑 观点 ” 
的 原因 )。 例 如 ， 按 照 这 一 观点 ,自然 数理 论 中 的 命题 所 表明 的 就 
是 这 样 的 事实 ， 它 们 对 于 任意 的 w 序列 (无论 构成 这 种 序列 的 是 
雨 日 、 纸 上 的 痕迹 ， 或 是 别 的 什么 东西 ) 都 是 成 立 的 8 另外 ,关于 
“自然 数 是 存在 的 "断言 所 表明 的 则 是 以 下 的 事实 ， 第 一 ， 吕 序列 
是 (数学 地 ) 可 能 的 ， 第 二 ， 存 在 这 样 的 必然 真理 ， 它 们 可 以 表述 
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为 :“ 如 果 a 是 一 个 @ 序列 ， 那 么 ，…… ”0 

应 当 指 出 ， 上 述 的 “ 模 态 一 逻辑 观点 "在 原则 上 并 非 一 种 全 新 
的 观点 。 例 如 ， 作 为 非 欧 几何 建立 的 一 个 直接 后 果 ， 在 数学 哲学 
中 就 曾 出 现 过 条 件 真理 论 的 观点 ， 即 认为 数学 中 所 得 出 的 只 是 一 ， 
种 条 件 式 的 命题 ， 由 什么 样 的 前 提出 发 ， 我 们 可 以 推出 什么 样 的 
结论 。 显 然 ， 这 种 条 件 真 理论 的 观点 与 这 里 所 说 的 数学 的 模 态 一 
逻辑 观点 是 十 分 接近 的 ;然而 , 普 特 南 的 独到 之 处 却 在 于 他 并 没有 
片面 地 强调 数学 的 模 态 一 逻辑 观点 ， 而 是 把 这 一 观点 与 前 述 的 数 
学 的 集合 一 对 象 观点 联系 起 来 ,并 提出 了 所 谓 的 “数学 的 对 象 一 模 
态 的 双重 性 ”。 具 体 地 说 ， 由 于 认为 这 两 种 观点 是 可 以 互相 解释 
(翻译 ) 的 ， 因 此 ， 在 普 特 南 看 来 ， 我 们 就 不 应 片面 地 强调 其 中 的 
任何 一 种 观点 ， 而 应 采取 一 种 互补 的 立场 ， 即 可 视 场 合 的 不 同 ， 
或 者 采取 对 象 的 观点 或 者 采取 模 态 的 观点 来 对 另 一 种 观点 进行 澄 
清和 说 明 ， 另 外 ， 普 特 南 认为 ， 这 也 就 彻底 地 解决 了 数学 的 本 体 
论 问题 。 因 为 ,我 们 现在 既 可 以 自由 地 去 谈 及 数学 对 象 的 存在 性 ， 
而 同时 则 又 不 必 去 考虑 这 究竟 是 一 种 什么 样 的 存在 。 

3。 关 于 数学 对 象 实在 性 问题 的 具体 分 析 

由 于 认为 “对 象 一 模 态 ”的 双重 观点 已 经 较为 彻底 地 解决 了 数 
学 的 本 体 论 问题 ， 因 此 ， 在 普 特 南 看 来 ， 我 们 现在 就 可 较为 自由 
地 去 讨论 究竟 应 在 多 大 程度 上 承认 数学 对 象 实在 性 的 问题 。 普 特 
南 在 此 所 采取 的 并 非 着 一 种 “绝对 的 实在 论 " 的 立场 ， 即 认为 我 们 
不 应 当 任意 地 、 不 加 限制 地 去 承认 各 种 数学 对 象 的 实在 性 ， 而 应 
依据 ^ 对 于 科学 的 必要 性 ?>、 简 单 性 等 原则 对 此 作出 具体 的 分 析 。 


@ 应 当 指出 , 第 二 章 中 已 曾 提 及 的 帕 森 斯 也 积极 从 事 了 发 展 “ 数 学 的 模 态 观点 。 
的 工作 。 例 如 ， 帕 森 斯 提出 、 集合 论 应 被 看 成 这 样 的 理论 ， 它 所 论 及 的 是 什么 样 的 
结构 是 可 能 的 ， 特 别 是 ， 什 么 样 的 结构 对 于 选 代 的 集合 观 来 说 是 可 能 的 。 对 此 可 参 
见 《Matbematics in Philosophy2?。 
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应 当 指 出 ,. 普 特 南 所 采取 的 上 述 立 场 同样 也 可 看 成 对 于 奎 因 
有 关 思 想 的 直接 继承 。 具 体 地 说 ， 挛 因 早 就 明确 地 提出 了 这 祥 的 
主张 : 在 本 体 论 问题 上 我 们 应 当 采 取 宽 容 和 实验 的 精神 。 这 也 就 
是 说 ， 我 们 应 对 各 种 理论 的 本 体 论 承诺 进行 具体 分 析 和 比较 ， 并 
应 努力 实现 可 能 的 化 归 以 减少 理论 的 本 体 论 承 诺 ， 另 外 ， 我 们 所 
接受 的 则 应 是 “能 够 把 毫 无 秩序 的 零星 片断 的 原始 经 验 加 以 组 合 
和 安排 的 最 简单 的 概念 结构 。"@ (可 参见 《从 迎 辑 的 观点 看 > 第 16-18 
页 , ) 特 不 地 ， 就 数学 的 本 体 论 问 题 而 言 ， 奎 因 并 曾 写 道 :“ 让 我 们 
看 看 怎样 或 在 何 种 程度 上 可 以 使 自然 科学 脱离 柏拉图 主义 的 数 
学 ;但 让 我 们 也 继续 研究 数学 和 探究 它 的 柏拉图 主 义 的 基础 。”( 同 
上 ， 第 18 页 .) 另 外 ， 在 1940 年 出 版 的 《数理 逻辑 》 一 书 中 , 奎 因 则 曾 
更 加 明确 地 指出 ， 如 果 要 对 数学 和 自然 科学 真正 地 加 以 分 析 而 不 
是 干脆 否定 的 话 ， 那 么 ，“ 我 们 除了 承认 那些 抽象 物 ( 指 集合 或 谓 
词 一 注 ) 为 我 们 的 基本 对 象 的 一 部 分 ， 是 别 无 选择 的 "， 但 是 ， 盔 
因 又 进一步 指出 ， 除 去 集合 和 谓词 以 外 ,其 它 的 抽象 物 就 都 是 “不 
和 需要 的 了 ”。 

就 最 终 所 得 出 的 具体 结论 而 言 , 普 特 南 与 奎 因 是 十 分 接近 的 ， 
第 一 ， 通 过 “对 于 科学 的 必要 性 ”的 分 析 ， 普 特 南 指出 ,“ 对 于 科 
学 ， 无 论 是 形式 科学 或 是 物理 科学 来 说 ， 数 学 对 象 的 量化 是 必 不 
可 少 的 ， 因 此 ， 我 们 就 应 接受 这 种 量化 ， 而 这 也 就 意味 着 接受 所 
说 的 数学 对 象 的 存在 性 。”(«Philosophy of Logic», 载 «Mathematics, 
Matter and Method», 第 347 页 ,) 例 如 ， 通 过 对 “有 效 性 ”概念 表述 问 
题 的 分 析 ， 普 特 南 指出 ,“ 目 前， 指称 集合’ 或 一 些 同 样 是 “ 非 物 
理 的 ”事物 对 逻辑 科学 来 说 是 必 不 可 少 的 。 至 少 在 今天 ， 作 为 整 
个 学 科 基 础 的 逻辑 “有 效 性 ”的 概念 还 不 能 用 纯粹 唯 名 论 的 语言 


@ 此 外 ， 硅 因 还 曾 提 出 了 所 谓 的 “保守 性 原则 ”， 即 认为 我 们 应 尽 可 能 地 保存 
那些 被 认为 是 “主要 的 "或 “显然 的 "原则 。 
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完满 地 予以 表达 。”( 同 上 ,第 333 页 .) 另外 ， 普 特 南 又 指出 ， 对 于 物 
理科 学 来 说 ， 集 合 也 是 必 不 可 少 的 。 因 为 ， 为 了 对 物理 定律 进行 
表述 ， 物 理 量 的 “ 数 化 是 不 可 避免 的 ， 而 为 了 使 物理 量 的 数 化 有 
意义 ， 就 必须 引进 函数 和 实数 这 样 一 些 概念 。 从 而 ， 如 果 把 唯 名 
论 的 语言 “ 当 作 叭 一 其 应 用 在 哲学 上 是 有 依据 的 语言 加 以 接受 的 
话 ， 就 不 仅 将 使 我 们 实际 上 放弃 了 全 部 数学 ， 而 且 这 种 唯 名 论 的 
限制 对 形式 科学 和 经 验 科学 也 将 造成 同样 的 损害 ， 不仅 是 数学 ， 
连 物 理学 我 们 也 必须 放弃 了 。”( 同 上 ， 第 337 页 .) 第 二 ， 普 特 南 同时 
又 突出 强调 了 自己 所 倡导 的 实在 论 的 “ 受 限 性 ”。 在 普 特 南 看 来 ， 
逻辑 和 数学 的 系统 事实 上 构成 了 一 个 复杂 的 多 层 结构 :底层 是 一 
阶 逻 辑 系统 ， 往 上 则 是 二 阶 、 三 阶 逻 辑 系统 等 等 。 从 而 ， 关 于 实 
在 论 的 限制 也 就 是 指 我 们 究竟 应 当 承认 哪 一 层次 上 的 数学 系统 。 
普 特 南 指出 ,“ 本 文 所 叙述 的 “实在 论 ' 是 有 限制 的 。 至 少 事物 的 集 
合 、 实 数 及 由 多 种 事物 到 实数 的 函数 应 作为 物理 科学 和 逻辑 学 在 
目前 所 必 不 可 少 的 (或 几乎 必 不 可 少 的 ) 支 架 的 一 个 部 分 ， 也 即 作 
为 我 们 目前 所 承认 的 存在 物 的 一 个 部 分 而 予以 接受 。 但 是 ， 更 高 
类 型 的 集合 或 更 大 的 基数 (例如 ， 大 于 连续 统 的 基数 在 今天 则 应 
抱 着 “如果 …… 那 么 …… 的 精神 予以 研究 。?( 同 上 ， 第 347 页 .) 这 就 
是 说 ， 目 前 我 们 应 当 也 必须 接受 集合 的 实在 性 ， 但 对 更 高 层次 上 
的 数学 理论 则 应 继续 采取 宽容 和 实验 的 态度 。 由 于 科学 具有 无 限 
的 发 展 可 能 性 ,因此 在 普 特 南 看 来 ， 我 们 也 就 不 能 排斥 这 样 的 可 
能 性 :到 了 科学 发 展 的 某 一 阶段 ,继续 避免 使 用 较 高 层次 上 的 理论 
将 带 来 很 大 的 困难 。 普 特 南 认为 ， 这 时 我 们 就 应 接受 所 说 的 理论 ， 
也 即 接受 相应 数学 对 象 的 存在 性 。 普 特 南 写 道 :“ 也 许 , 有 一 天 它们 
( 指 更 高 层次 的 数学 理论 一 一 注 ) 对 物理 定律 的 表述 来 说 将 成 为 必 
不 可 少 的 ， 就 像 今 天 的 有 理 数 一 样 ， 那 时 再 怀疑 它们 的 实在 性 就 
像 今天 的 极端 的 唯 名 论 一 样 是 枉 费心 机 的 了 。”( 同 上 ， 第 347 页 .) 
最 后 ， 应 当 再 次 明确 的 是 ， 尽 管 硅 因 也 认为 我 们 应 当 承认 集 
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合 的 存在 性 ， 但 他 之 所 以 采取 这 一 立场 主要 是 出 于 “实用 主义 ”的 
考虑 ， 即 认为 集合 是 一 种 * 有 用 的 虚构 ”; 另外 ， 由 前 面 的 介绍 可 
以 看 出 ， 普 特 南 是 明确 承认 数学 真理 的 客观 性 的 ， 因 此 ， 在 两 者 
之 间 就 存在 着 重要 的 区 别 。 

4。 经 验 主 义 的 认识 论 

普 特 南 在 本 体 论 上 的 实在 论 立 场 是 与 在 认识 论 上 的 经 验 主义 
立场 直接 相 联系 的 ,而 且 , 就 其 思想 根源 而 言 ， 这 种 经 验 主义 的 认 
识 论 也 是 由 上 述 关 于 数学 与 经 验 科 学 统一 性 的 思想 所 决定 的 。 普 
特 南 这 样 写 道 :数学 知识 是 与 经 验 知识 相 类 似 的 一 一 这 就 是 说 ， 
数学 的 真理 标准 与 物理 学 一 样 ， 也 在 于 我 们 的 思想 在 实际 活动 中 
的 成 功 性 ,而 且 , 数 学 知识 并 非 绝 对 的 ， 而 是 可 以 修正 的 。”( 同 前 ， 
第 61 页 ,) 

显然 ， 这 种 关于 数学 经 验 性 的 思想 是 与 关于 数学 真理 客观 性 
的 断言 完全 一 致 的 ， 并 事实 上 就 是 由 后 者 所 决定 的 。 值 得 指出 的 
是 ， 由 上 述 关于 数学 客观 真理 性 的 分 析 我 们 还 可 对 数学 的 经 验 性 
作出 进一步 的 分 析 。 如 前 所 述 , 普 特 南 认为 ,数学 的 实在 论 有 两 个 
主要 的 论据 , 即 物理 的 经 验 和 数学 的 经 验 , 由 于 前 者 即 是 指数 学 理 
论 在 经 验 世界 中 的 成 功 应 用 ， 因 此 ， 这 也 就 可 以 看 成 对 数学 真理 
(在 严格 意义 上 ) 的 经 验 性 的 具体 说 明 ; 另 外 ,数学 的 经 验 则 是 指数 
学 研究 活动 的 成 功 性 ， 而 这 就 说 明了 数学 真理 的 拟 经 验 性 。 

普 特 南 还 曾 从 历史 的 角度 对 数学 的 经 验 性 和 拟 经 验 性 进行 了 
说 明 。 例 如 , 普 特 南 指出 ,“ 微 积分 理论 合理 性 的 真正 证 明 在 于 它 的 
成 功 性 一 一 它 在 数学 和 物理 科学 中 的 成 功 性 。”( 可 参见 <What is M- 
thematical Truth?» «Mathematics, Matter and Method», 第 64-69 页 .) 另 
外 , 普 特 南 又 指出 ,数学 家 们 在 自己 的 研究 中 也 广泛 应 用 了 拟 经 验 
的 方法 。 这 就 是 说 ， 数 学 家 们 在 自己 的 研究 中 常常 是 由 一 定 的 假 
设 出 发 去 进行 演绎 ， 再 通过 结论 与 事实 的 比较 对 原先 的 假设 进行 
检验 一 一 与 一 般 科 学 的 不 同 只 是 在 于 ， 数学 中 用 于 检验 的 “ 单 称 
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命题 ?并 非 通常 意义 下 的 “观察 报告 >， 而 是 数学 中 的 “事实 ?, 即 其 
本 身 也 是 证 明 或 计算 的 结果 。 例 如 ， 普 特 南 写 道 :“ 策 墨 罗 引 进 的 
选择 公理 就 是 完全 自觉 及 更 明显 地 应 用 拟 经 验 的 方法 证 明 对 数学 
公理 化 基础 进行 扩充 的 合理 性 的 最 新 例子 。”( 同 上 ， 第 66 页 . ) 一 般 
地 说 ， 普 特 南 则 更 认为 , “我 们 在 数学 中 始终 在 使 用 拟 经 验 的 、 甚 
至 经 验 的 方法 。”( 同 上， 第 64 页 . ) 从 而 ， 在 普 特 南 看 来 ， 我 们 也 就 
应 当 直 接 肯定 数学 的 经 验 性 和 拟 经 验 性 。 

最 后 ， 普 特 南 并 曾 以 非 欧 几何 的 建立 为 例 对 数学 的 先 验 论 进 
行 了 直接 的 批判 。 普 特 南 指出 ， 关 于 物理 空间 是 欧 氏 空间 的 断言 
曾 长 期 被 认为 是 一 个 必然 的 (从 而 也 就 是 先 验 的 ) 真理 ;然而 ， 非 
欧 几 何 的 建立 及 几何 的 实际 发 展 却 清楚 地 表明 了 欧 氏 几何 作为 物 
理 空间 理论 始终 是 综合 的 ， 从 而 也 就 不 具有 任何 必然 的 真理 性 。 
这 样 ， 由 非 欧 几何 的 建立 我 们 就 应 引出 这 样 的 结论 : 任何 命题 ， 
无 论 它 是 如 何 的 清楚 和 明晰 ， 都 不 可 能 是 自明 的 真理 ， 也 即 不 可 
，、 能 是 先 验 的 必然 真理 。 

综 上 可 见 ， 普 特 南 的 数学 哲学 理论 在 很 大 程度 上 就 可 看 成 是 
把 经 验 主义 的 理论 由 一 般 科学 推广 应 用 到 了 数学 的 领域 ， 而 其 基 
本 论据 则 是 关于 科学 整体 论 的 思想 。 这 也 就 如 普 特 南 本 人 在 其 论 
文集 的 序言 中 所 指出 的 ， 贯 穿 全 书 的 是 这 样 一 个 思想 :“ 科 学 ， 包 
括 数学 在 内 ， 是 一 个 统一 的 描述 ， 这 一 描述 并 非 是 神话 ， 而 是 真 
理 的 近似 , 它 的 某 一 部 分 在 某 些 时 候 可 能 暂时 地 表现 为 “ 先 验 的 ， 
但 是 它 的 一 切 成 分 都 从 属于 修改 和 改进 。? 又 “在 一 种 不 那么 严格 
及 较为 间接 的 意义 上 ， 大 部 分 数学 也 是 经 验 的 "，“ 它 同时 依赖 于 
经 验 及 拟 经 验 的 论证 。?”〈 同 前 ,第 Xiii77 页 .)@ 


3.3” 拉 卡 托 斯 的 拟 经 验 数 学 观 
拉 卡 托 斯 (I。 Lakatos) 原 籍 匈牙利 ,二 次 大 战 期 间 曾 参加 反 
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对 纳粹 德国 的 抵抗 运动 ， 后 担任 匈牙利 教育 部 高 级 官员 ，1950 年 
在 清查 运动 中 被 捕 并 入 狱 三 年 ， 出 狱 后 主要 从 事 数 学 名 著 的 翻译 
工作 ,1956 年 拉 卡 托 斯 逃 往 西方 ,后 专门 从 事 数学 哲学 及 科学 哲学 
的 研究 。 拉 卡 托 斯 在 数学 哲学 领域 内 的 主要 著作 是 《证 明和 反 驱 ; 
及 《无 穷 回 归 与 数学 基础 了 《经 验 主义 在 现代 数学 哲学 中 的 复兴 ?》 
等 论文 。 在 谈 到 拉 卡 托 斯 的 数学 哲学 时 ， 拉 卡 托 斯 的 学 生 《 拉 卡 
托 斯 论文 集 》 的 主编 之 一 沃 勒 尔 (J。Worrall) 曾 向 笔者 指出 : 拉 
卡 托 斯 无 疑 受 到 了 波 普 尔 的 极 大 影响 。 事 实 上 ， 他 在 某 些 时 候 就 
把 自己 看 成 是 把 波 普尔 的 证 伪 主义 推广 应 用 到 了 数学 的 领域 ?@ 
从 而 ， 为 了 清楚 地 对 拉 卡 斯 的 数学 哲学 思想 进行 说 明 ， 就 有 必要 
首先 对 波 普 尔 的 科学 哲学 思想 作 一 简要 的 介绍 。 
1。 证 伪 主 义 的 科学 哲学 理论 


@ 数学 与 物理 的 类 比 或 关于 全 部 科学 统一 性 的 思想 在 哥 德 尔 、 迹 因 和 普 特 南 的 
数学 哲学 研究 中 都 占有 十 分 重要 的 地 位 。 对 于 他 们 的 论证 方式 及 主要 结论 可 简 单 归 
结 如 下 ， 

论证 方式 主要 结论 
类 比 客观 主义 的 数学 观 : 
哥 德 尔 多 到 对 全 人 人 @ 应 当 肯 定数 学 真理 的 客观 意义 ， 


Cia ee 加 数学 和 (与 理 对 条 一 /和 人 六 
人 @ 应 当 充分 肯定 直觉 的 认识 论 意义 。 
奢 因 科学 整体 论 实用 主义 的 数学 观 ， 


@ 应 当 接受 数学 对 象 的 存在 性 ， 
加 数学 对 象 (与 物理 对 象 一 样 ， 都 ) 是 “有 用 的 
虚构 ”， 

@@ 应 当 用 实用 主义 的 考虑 代 谷 真理 狂 问 题 的 

分 析 。 

{ 物理 的 经 验 (科学 整体 论 ) 。 经 验 实 在 论 的 数学 观 ， 

普 特 南 ”数学 的 经 验 @ 应 当 肯 定数 学 真理 的 客观 意义 ? 
回 数学 的 “对 象 一 模 态 "双重 性 ; 
3 图 数学 的 经 验 性 和 拟 经 验 性 。 
图 可 参见 附录 一 。 
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波 普 尔 是 现代 科学 哲学 的 主要 代表 人 物 之 一 。 与 奎 因 的 工作 
相 类 似 ， 波 普尔 科学 督学 研究 的 实际 出 发 点 也 是 对 于 逻辑 实证 主 
义 基本 原则 的 直接 批判 ,具体 地 说 ,这 就 是 关于 什么 是 科学 或 者 说 
什么 是 科学 与 形而上学 分 界 标准 的 新 的 思考 。 如 前 所 述 ,鉴于 数学 
与 经 验 科 学 的 “对 立 "， 轴 辑 实证 主义 的 经 验 论 提出 了 分 析 命题 与 
综合 命题 的 区 分 ， 即 认为 数学 (逻辑 ) 命 题 是 不 包括 事实 内 容 的 分 
析 命 题 ,其 它 科学 的 命题 则 是 所 谓 的 综合 命题 。 另 外 ,为 了 对 科学 
与 所 谓 的 “形而上学 ”进行 区 分 ,并 进而 达到 排除 形而上学 的 目的 ， 
逻辑 经 验 主义 还 提出 了 如 下 的 “证 实 ?原则 : 任何 在 认识 上 有 意义 
的 命题 ， 除 非 是 所 谓 的 分 析 命题 ， 都 必须 是 经 验 上 可 证 实 的 命 
题 一 一 由 于 认为 形而上学 既 砷 分 析 命 题 ， 也 不 可 能 经 验 地 得 到 证 
实 ， 因 此 ， 在 逻辑 经 验 主义 者 看 来 ,只 人 须 坚 持 上 述 的 证 实 原则 , 形 
而 上 学 就 将 作为 无 意义 的 东西 得 到 彻底 的 排除 。 应 当 指 出 的 是 ， 
夺 因 所 提出 的 科学 整体 论 不 仅 否 定 了 逮 辑 经 验 主义 关于 分 析 命题 
与 综合 命题 区 分 的 原则 ( 即 奎 因 所 谓 的 “经 验 主义 的 第 一 教条 ”)， 
而 且 也 是 对 于 证 实 原则 的 直接 挑战 ， 因 为 ， 证 实 原则 事实 上 假设 
了 任 一 有 意义 的 陈述 (更 准确 地 说 ， 是 综合 命题 ) 都 等 值 于 某 种 以 
指称 直接 经 验 的 名 词 为 基础 的 逻辑 构造 ， 也 即 假设 了 每 一 有 意义 
的 陈述 都 可 以 还 原 成 关于 直接 经 验 的 报告 (这 就 是 所 谓 的 “经 验 主 
义 的 第 二 教条 ”)。 然 而 ， 正 如 前 面 所 已 指出 的 ， 奎 因 的 科学 整体 
论 却 正 是 对 于 每 个 命题 可 以 孤立 地 接受 经 验 检验 的 思想 的 直接 否 
定 ;另外 ,就 科学 整体 的 实际 组 成 而 言 ， 奎 因 并 曾 指出 ， 这 一 大 网 
络 中 也 包含 有 形而上学 的 成 分 ， 从 而 ， 就 如 对 于 经 验 主义 第 一 教 
条 的 否定 一 样 ， 奎 因 事实 上 也 取消 了 科学 与 形而上学 的 区 分 一 一 
盔 因 最 终 并 引出 了 这 样 的 结论 : 科学 理论 也 是 一 种 虚构 ， 从 而 与 
形而上学 就 只 有 程度 上 的 差异 ， 并 无 本 质 的 区 别 。 与 奎 因 一 样 ， 
波 普尔 对 逻辑 经 验 主义 的 证 实 原则 也 采取 了 否定 的 态 度 ， 但 是 ， 
波 普 尔 同 时 又 认为 科学 与 形而上学 的 分 界 问题 仍然 是 有 意 义 的 ， 


从 而 ， 在 此 所 需要 的 就 是 以 某 种 新 的 分 界 标 准 去 取代 逻辑 经 验 主 … 
义 的 证 实 原则 。 

从 历史 的 角度 看 ， 爱 因 斯 坦 相 对 论 对 于 牛顿 力学 的 取代 构成 
了 波 普 尔 关于 什么 是 科学 与 形而上学 分 界 标准 的 思 考 的 实际 背 
景 ， 另 外， 从 逻辑 的 角度 看 ， 波 普尔 的 理论 则 建立 在 科学 命题 的 
逻辑 结构 及 归纳 法 则 的 深入 分 析 上 。 上 只 体 地 说 ,> 波 普 尔 指出 ， 科 
学 命题 都 是 普遍 的 结论 (全 称 命题 )， 然 而 ， 由 于 观察 或 实验 的 对 
象 都 是 具体 的 事物 ， 能 为 经 验 所 直接 证 实 的 就 只 是 个 别 的 断言 
( 特 称 命题 )， 而 不 可 能 是 普遍 的 结论 ， 另 外， 由 于 归纳 法 所 能 省 
诉 人 们 的 只 是 过 去 的 事实 ， 而 不 能 告知 人 们 以 未 来 ， 这 也 就 不 能 
被 看 成 由 个 别 的 断言 过 渡 到 蓉 遍 结论 的 可 靠 方法 。 因 此 ， 总 的 来 
说 ， 科 学 命题 的 经 验证 实 就 是 不 可 能 的 。 其 次 ， 尽 管 科学 命题 的 
经 验证 实 是 不 可 能 的 ， 但 是 ， 波 普尔 认为 ， 上 述 关于 科学 命题 逻 
辑 结 构 的 分 析 却 又 表明 了 这 种 命题 是 可 以 经 验 地 证 伪 〈 否 证 ) 的 。 
因为 ， 任 何 反 例 的 得 出 ， 即 是 对 于 相应 的 普遍 结 论 的 直接 否定 。 
波 普尔 并 曾 指出 ， 这 事实 上 也 就 是 爱 因 斯 坦 的 相对 论 取代 牛顿 力 
学 在 认识 论 上 的 根本 意义 所 在 。 从 而 ， 在 波 普尔 看 来 ， 我 们 在 此 
就 应 以 “经 验 的 证 伪 原 则 ”， 而 不 是 以 (经 验 的 ) 证 实 原则 作为 科学 
与 形而上学 的 分 界 标准 。 这 也 就 是 说 ， 只 有 能 够 为 经 验 所 证 伪 的 “ 
陈述 才 是 有 意义 的 ， 从 而 是 科学 的 ， 否 则 就 是 无 意义 的 ， 即 是 所 
谓 的 形而上学 。 

犹如 证 实 原则 是 逻辑 经 验 主义 最 基本 的 原则 一 样 ， 波 普尔 
也 以 证 伪 原 则 为 基础 发 展 起 了 自己 的 证 伪 主 义 〈 或 批判 的 理性 主 
义 ) 的 认识 论 。 波 普尔 并 曾 指 出 :“ 认 识 论 的 中 心 问题 从 来 是 现在 
仍然 是 知识 增长 的 问题 ， 而 研究 知识 增长 的 最 好 方法 是 研究 科学 
知识 的 增长 。”(«The Logic of Scientific Discovery», Hutchinson of Lon~ 
don, 1968 年 ， 第 15 页 。) 从 而 , 波 普尔 所 倡导 的 认识 理论 事实 上 就 是 
(或 者 说 ， 主 要 地 是 ) 一 种 科学 哲学 理论 。 上 鉴于 本 章 的 主题 ， 对 于 
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波 普尔 的 证 伪 主义 科学 哲学 理论 ， 我 们 仅 限 于 指出 这 样 几 点 O， 
第 一 ， 科 学 知识 的 性 质 。 由 于 认为 科学 命题 只 能 被 证 伪 而 不 可 能 
得 到 证 实 ， 因 此 ， 在 波 普 尔 看 来 ， 科 学 知识 就 只 是 大 胆 的 猜测 。 
如 他 所 说 ,科学 …… 仅 是 由 大 胆 的 .思辩 的 猜测 所 组 成 的 。" 第 二 ， 
科学 发 展 的 动力 及 科学 方法 论 。 由 于 认为 任何 科学 理论 都 只 是 大 
胆 的 猜测 ， 因 此 ， 在 波 普 尔 看 来 ， 科 学 发 展 的 根本 动力 就 是 积极 
的 批判 精神 。 他 写 道 ,“ 科 学 的 方法 就 是 批判 的 方法 >，“ 批 判 …… 
是 任何 理智 发 展 的 主要 动力 。” (参见 kObjective Knowledge>，Oxford， 
1972 年 ,第 70 页 ; xConjectures and Refutatoins», Routledge and Kegan Pa- 
ul1965 年 ,第 316 页 。) 波 普尔 并 曾 给 出 了 关于 科学 发 展 的 如 下 的 著名 
模式 : 

，P:- 一 一 ~>TT- 一 一 一 EE 一 一 一 一 P: 

(问题 ) (暂时 性 理论 ) (错误 消除 ) (新 的 问题 ) 
这 就 是 说 ,科学 的 发 展 是 由 以 下 四 个 环节 的 无 限 循环 所 组 成 的 : @ 
科学 始 于 问题 ，@ 科 学 家 们 针对 问题 提出 大 胆 的 猜测 ， 即 〈 暂 时 
性 ) 理 论 ，@ 天 过 批判 和 检验 消除 理论 中 包含 的 错 误 ，@ 提 出 新 
的 问题 。 在 波 普 尔 看 来 ， 这 也 就 清楚 地 表明 了 科学 活动 的 基本 性 
质 即 是 “猜想 与 反 驶 ”。 

波 普尔 的 科学 者 学 研究 主要 限于 一 般 科 学 的 范围 ; 然而， 随 
着 证 伪 主 义 影响 的 不 断 扩 大 ， 人 们 自然 会 想到 这 样 的 问题 : 这 种 
证 伪 主 义 是 否 也 适用 于 数学 ? 对 此 波 普尔 并 未 作出 肯 定 的 答 覆 ， 
然而 ， 这 却 正 是 拉 卡 托 斯 所 希望 解决 的 问题 。 


2。 数 学 是 拟 经 验 的 
与 普 特 南 一 样 ， 拉 卡 托 斯 数学 哲学 研究 的 主要 特点 之 一 也 是 
对 于 数学 与 经 验 科 学 同一 性 的 充分 肯定 ， 然而， 由 于 基本 立场 的 


@ 在 下 一 章 中 ， 我 们 还 将 涉及 波 普 尔 的 世界 3 理论 。 
38 ~ 


不 同 ， 拉 卡 托 斯 所 提倡 的 并 非 是 经 验 的 数学 观 ， 而 是 一 种 
”特殊 的 拟 经 验 的 数学 观 。 如 他 所 说 :“ 数 学 和 科学 都 是 
拟 经 验 的 。? 拉 卡 托 斯 并 对 所 说 的 理论 的 拟 经 验 性 作 了 如 下 的 
说 明 : “一 个 拟 经 验 的 理论 一 一 至 多 一 一 是 很 好 地 确证 了 的 ， 但 总 
是 猪 测 性 的 ?又 ， 拟 经 验 的 科学 方法 论 的 “基本 规则 是 寻找 具有 
较 高 解释 力量 和 “启发 ' 力 的 大 胆 的 、 想 象 的 假设 。 事 实 上 ， 它 提 
倡 假设 的 多 样 化 ， 以 及 通过 严格 的 批评 来 对 此 进行 第 选 一 二 拟 经 
验 的 方法 论 是 无 拘束 的 、 思 辨 性 的 ”;“ 拟 经 验 理论 的 发 展 始 于 问 
题 及 大 胆 的 解决 ， 然 后 是 严格 的 检验 和 反驳 。 进 步 的 媒介 是 大 胆 
的 思索 、 批 评 、 对 立 理论 之 间 的 争论 和 问题 转移 。 其 注意 力 始 终 
集中 于 模糊 的 边缘 。 它 的 口号 则 是 增长 和 永恒 的 革命 ， 而 不 是 基 
础 和 永恒 真理 的 积累 。”(«Mathematics, Science and Epistemology，Ph- 
ijosophical Papers II», 第 35, 28, 29，30 页 .) 由 此 可 见 ， 尽 管 就 对 于 数 
学 绝对 真理 性 ( 先 验 性 ) 的 否定 而 言 ， 拉 卡 托 斯 与 普 特 南 的 立场 是 
基本 一 致 的 ， 但 是 ， 拉 卡 托 斯 所 说 的 数学 的 拟 经 验 性 却 是 指数 学 
的 绝对 的 猜测 性 (不 可 证 实 性 )， 从 而 就 与 通常 所 说 的 拟 经 验 性 有 
着 重要 的 区 别 ， 另 外 ， 拉 卡 托 斯 的 拟 经 验 数 学 观 在 很 大 程度 上 又 
的 确 是 把 波 普 尔 的 证 伪 主 义理 论 推广 应 用 到 了 数学 的 领域 。@ 

“ 由 于 波 普尔 的 研究 主要 限于 一 般 科 学 的 范围 ， 因 此 ， 拉 卡 托 
斯 就 必须 对 证 伪 主 义 在 数学 中 的 应 用 作出 独立 的 论证 。 对 拉 卡 托 
斯 的 有 关 论 著 进行 检查 ， 可 以 看 到 这 样 几 种 论证 : - 

第 一 ， 历 史 的 实例 。 通 过 对 历史 实例 的 考察 (例如 , 笛 卡 儿 一 
欧 拉 猜想 的 历史 发 展 ， 对 此 可 参见 第 6 章 的 讨论 )， 拉 卡 托 斯 指 
出 ,“ 非 形式 的 ， 拟 经 验 的 数学 的 增长 并 不 是 无 可 怀疑 地 建立 起 来 
的 定理 在 数量 上 的 增加 ， 而 是 依靠 思辩 和 批判 、 依 靠 证 明和 反 了 驶 


@ 应 当 指出 ， 拉 卡 托 斯 的 数学 哲学 思想 中 也 包含 有 一 些 不 同 于 证 伪 主义 的 成 
分 ， 这 主要 是 对 于 数学 启发 法 的 肯定 。 对 此 可 见 6 “2 节 。 
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的 逻辑 不 断 地 去 改进 猜想 。”(«Proofs and Refutations ,ed.J. Worra- 
ll& E.Zahar, Cambridge Univer. Press, 1976 年 , 第 5 页 .) 

第 二 ， 著 名 数学 家 的 有 关 论 述 。 例 如 ， 在 《经 验 主义 在 现代 
数学 哲学 中 的 复兴 ?》 一 文中 ， 拉 卡 托 斯 就 兽人 雇 较 大 篇 幅 引 用 了 一 
些 著名 数学 家 〈 更 准确 地 说 ， 是 从 事 基 础 研究 的 数学 家 ) 关于 数 
学 经 验 性 的 论述 。 拉 卡 托 斯 认为 ， 这 些 论 述 清楚 地 表明 了 数学 中 
的 经 验 主 义 (及 归纳 主义 ) 比 大 多 数 人 所 想象 的 都 要 更 为 活跃 和 广 
泛 。 

就 经 验 主义 的 一 般 论题 而 言 ， 拉 卡 托 斯 的 上 述 论证 是 有 一 定 
说 服 力 的 ;但 是 ,就 拟 经 验 数学 观 的 主要 结论 一 一 数学 命题 都 是 大 
胆 的 猜想 ， 对 此 只 能 证 伪 而 不 可 能 证 实 一 一 来 说 ， 这 些 论据 又 都 
不 能 被 看 成 是 决定 性 的 。 因 为 ,第 一 ,个 别 的 实例 显然 并 不 具有 普 
遍 的 意义 。 其 次 ， 正 如 拉 卡 托 斯 本 人 指出 的 ， 所 谓 的 经 验 主义 在 
现代 数学 哲学 中 的 复兴 包含 有 明显 的 归纳 主义 倾向 ， 而 这 是 与 证 
伪 主 义 的 基本 立场 直接 相抵 触 的 。( 正 因为 此 ， 拉 卡 托 斯 在 引用 
了 著名 数学 家 关于 数学 经 验 性 的 论述 后 ， 就 立即 提出 了 如 下 的 
问题 ,“ 但 是 ,这 种 新 的 经 验 主义 一 一 归纳 主义 倾向 的 背景 是 什么 ? 
什么 又 是 这 种 倾向 的 理论 基础 ?”(¢Mathematics,Science and Epistem- 
ologyy, 第 28 页 .) 事实 上 ， 按 照 拉 卡 托 斯 的 观点 ， 这 种 归 纳 主义 的 
倾向 只 是 数学 家 们 在 哲学 上 不 成 熟 的 一 种 表现 ， 即 是 一 种 由 于 发 
展 的 停 尘 而 造成 的 假象 。) 最 后 ,特别 重要 的 是 ,无 论 就 历史 的 实例 
或 是 就 数学 家 的 有 关 论 述 而 言 ， 其 所 表明 的 都 只 是 数学 认识 活动 
的 易 雇 性 及 其 对 于 经 验 (实践 ) 的 依赖 性 ， 而 拉 卡 托 斯 所 断言 的 却 
是 数学 在 理论 上 的 绝对 的 猜测 性 (不 可 证 实 性 )， 在 这 两 者 之 间 显 
然 是 存在 有 重要 的 质 的 区 别 的 。 综 上 所 述 ， 拉 卡 托 斯 就 必须 为 自 
己 的 拟 经 验 数 学 观 提供 更 为 有 力 的 论据 。 

第 三 ， 拉 卡 托 斯 为 拟 经 验 数 学 观 提供 的 主要 论据 事实 上 是 关 
于 欧 几 里 得 系统 与 拟 经 验 系统 的 二 分 以 及 关于 (数学 的 ? 欧 几 里 得 


39 


规划 不 可 能 性 的 分 析 。 具 体 地 说 ， 关 于 欧 几 里 得 系统 与 拟 经 验 系 
统 的 二 分 建立 在 演绎 系统 真 值 传递 方式 的 分 析 之 上 。 拉 卡 托 斯 指 
出 ， 在 演绎 系统 中 真 值 的 传递 方式 只 可 能 是 如 下 的 两 种 ， 即 或 者 
是 “ 真 "由 系统 的 “顶部 "(公理 的 并 ) 经 由 有 效 论 证 的 保 真 渠道 自 上 
而 下 地 扩展 到 整个 系统 ， 或 者 是 “ 假 ”由 系统 的 “底部 ”( 特 殊 的 “ 基 
本 命题 "经 由 演绎 的 渠道 上 传 到 系统 的 顶部 。 拉 卡 托 斯 把 这 两 种 
系统 分 别称 为 < 欧 几 里 得 系统 "和 “ 拟 经 验 系统 ”。 其 次 , 拉 卡 托 斯 指 
” 出 ， 数 学 基础 的 研究 ， 无 论 就 逻辑 主义 、 直 觉 主义 或 希 尔 伯 特 的 
研究 规划 而 言 ， 其 实质 都 是 一 种 把 全 部 数学 重建 为 欧 几 里 得 系统 
的 努力 (也 即 都 是 所 谓 的 “ 欧 几 里 得 规划 ”)。 因 为 ,所 有 这 些 学 派 的 
最 终 目标 都 是 希望 能 把 数学 奠基 于 这 样 的 一 个 基础 之 上 : 其 中 的 
公理 都 是 关于 平凡 项 的 自明 真理 ， 这 样 ， 效 个 数学 就 被 组 织 成 了 
所 谓 的 欧 几 里 得 系统 ， 全 部 数学 的 真理 性 也 就 得 到 了 证 明 。 但 是 ， 
拉 卡 托 斯 又 强调 指出 ， 尽 管 罗 素 、 希 尔 伯 特 等 人 作出 了 巨大 的 努 
力 ， 原 来 意义 上 的 欧 几 里 得 规划 都 没有 能 够 得 到 实现 (取而代之 
的 是 所 谓 的 “弹性 的 欧 几 里 得 规划 ”， 即 人 们 不 得 不 或 者 逐步 地 去 
扩大 “自明 真理 "的 范围 ， 或 者 求助 于 归纳 )。 拉 卡 托 斯 认为 ， 这 种 
失败 事实 上 就 “证 明 ? 了 (数学 的 ) 欧 几 里 得 规划 的 不 可 能 性 ， 而 由 
这 种 不 可 能 性 与 上 面 所 说 的 欧 几 里 得 系统 与 拟 经 验 系统 的 二 分 我 
们 又 可 进而 推出 数学 是 拟 经 验 的 结论 。 例 如 ， 拉 卡 托 斯 写 道 :“ 基 
础 研究 出 人 预料 地 导致 了 数学 的 欧 几 里 得 式 重 建 在 整体 上 不 可 能 
的 结论 。 从 而 ， 至 少 就 最 丰富 的 数学 理论 而 言 ， 它 们 与 科学 理论 
一 样 是 拟 经 验 的 。”( 同 前 ， 第 30 页 。) 
3。 关 于 数学 性 质 的 进一步 分 析 
由 于 系统 的 拟 经 验 性 决定 了 系统 内 走 值 的 传递 方式 ， 即 系统 
内 的 命题 只 能 被 断言 为 假 ， 而 不 能 被 断言 为 真 ， 因 此 ,* 在 拉 卡 托 
斯 看 来 ， 由 数学 拟 经 验 性 的 证 明 我 们 就 可 立即 推出 “ 记 有 的 数学 
命题 都 是 猜想 "的 结论 ,从 而 就 把 波 普尔 的 证 伪 主 义 推广 到 了 数学 
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的 领域 。 但 是 ， 应 当 明确 的 是 ，` 拉 卡 托 斯 的 上 述 论 证 事实 上 仍然 
包含 有 严重 的 缺陷 和 错误 (对 此 我 们 将 在 下 一 章 中 予以 分 析 )。 另 
外 ， 关 于 数学 拟 经 验 性 的 断 论 也 不 能 被 看 成 关于 数学 性 质 的 彻底 
分 析 。 特 别 是 ， 我 们 决 不 能 把 这 里 所 说 的 拟 经 验 数学 观 等 同 于 通 
常 意义 下 的 经 验 主 义 数 学 观 @O 。 事 实 上 ， 上 面 的 分 析 已 经 清楚 地 
表明 ， 拉 卡 托 斯 所 谓 的 “ 拟 经 验 性 ”所 涉及 的 仅仅 是 演绎 系统 中 真 
值 (“ 真 ” 或 “ 假 ”) 的 传递 方式 ， 而 并 未 对 注入 其 基本 命题 的 真 值 的 
性 质 作出 任何 断言 。 这 也 就 如 同 拉 卡 托 斯 本 人 所 指出 的 :“ 这 一 关 
于 真 值 传递 方式 的 区 分 相对 于 决定 注入 其 基本 命题 的 原始 真 值 的 
特殊 约定 是 完全 独立 的 。 例 如 ,一 个 我 所 说 意义 上 的 拟 经 验 理论 ， 
在 通常 意义 上 既 可 以 是 经 验 的 ， 也 可 以 是 非 经 验 的 。”( 同 前 ， 第 29 
页 .) 

那么 ， 我 们 究竟 应 当 怎 样 看 待 数学 的 性 质 呢 ? 特殊 地 ， 我 们 
又 能 否 将 数学 看 成 是 一 门 经 验 科 学 ， 从 而 与 其 它 科 学 就 并 无 本 质 
的 区 别 呢 ? 针对 这 一 问题 ， 拉 卡 托 斯 提出 “如 果 数 学 和 科学 都 是 
拟 经 验 的 ， 它 们 之 间 的 根本 区 别 一 一 如 果 这 种 区 别 存 在 的 话 一 一 
就 必然 在 于 它们 的 “基本 命题 或 “潜在 的 证 伪 者 ?的 性 质 。 拟 经 验 
理论 的 “性 质 * 是 由 注入 其 潜在 的 证 擅 者 的 真 值 的 性 质 所 决定 的 。 
拉 卡 托 斯 并 进一步 指出 :“ 没 有 人 会 声称 数学 在 下 述 意义 上 是 经 验 
的 : 它 的 潜在 证 伪 者 是 特 称 的 时 空 命题 。”( 同 前 ， 第 35 页 。) 从 而 ， 


@ ”由 于 拉 卡 托 斯 把 自己 的 数学 观 称 为 “ 拟 经 验 的 数学 观 ", 并 在 他 自己 的 论文 中 
大 量 引 用 了 * 经 验 主义 一 归纳 主义 "的 论述 ， 因 此 ， 就 十 分 容易 产生 如 下 的 错误 , 即 把 
这 里 所 说 的 “ 拟 经 验 性 "等同 于 通常 所 说 的 “经 验 性 "(例如 ， 在 国内 已 发 表 的 论文 中 就 
经 常 可 以 看 到 这 样 的 错误 )。 另 外 ， 作 为 问题 的 另 一 方面 ， 我 们 又 应 看 到 、 由 于 拉 卡 
托 斯 所 说 的 “ 拟 经 验 性 ” 即 是 指 理论 的 猜测 性 (可 证 伪 性 )， 而 且 , 拟 经 验 的 系统 又 是 与 
所 谓 的 欧 几 里 得 系统 直接 相对 立 的 ， 因 此 , 拉 卡 托 斯 的 所 经 验 数 学 观 就 是 对 于 先 验 论 
数学 观 的 直接 反对 。 也 正 因为 此 ,尽管 这 种 观点 并 不 等 同 于 通常 意义 下 的 经 验 主 义 数 
学 观 ， 但 却 仍然 应 当 被 看 成 属于 现代 数学 哲学 中 的 经 验 主义 思潮 ， 
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尽管 数学 与 一 般 科 学 都 被 认为 是 拟 经 验 的 ， 但 是 。 在 拉 卡 托 斯 看 
来 ， 两 者 之 间 仍 然 存 在 着 重要 的 区 别 。 

由 讨论 的 上 下 文 可 以 看 出 ， 拉 卡 托 斯 在 此 所 关注 的 主要 是 形 
式 数学 理论 的 性 质 。 例 如 ， 正 是 为 了 对 形式 数学 理论 的 性 质 作出 
进一步 的 说 遇 ， 拉 卡 托 斯 又 引进 了 “启发 式 证 伪 者 ?的 概念 ， 如 果 
一 个 形式 系统 被 看 成 某 一 非 形式 数学 系统 的 形式 化 ,那么 ,在 其 中 
的 某 一 定理 为 所 说 的 非 形式 系统 中 相应 定理 所 否定 的 情况 下 ， 这 
一 系统 就 可 被 认为 受到 了 “了 驶 斥 ”( 否 证 )， 而 这 一 非 形式 的 定理 则 
就 称 为 “启发 性 证 擅 者 ”。 显 然 ,按照 这 样 的 分 析 ， 形 式 数 学 系统 的 
性 质问 题 就 与 相应 的 非 形 式 数学 系统 的 性 质问 题 直 接 联系 起 来 
了 。 但 是 ， 应 当 指 出 的 是 ， 拉 卡 托 斯 最 终 却 未 能 对 形式 数学 理论 
的 性 质问 题 作 出 明确 的 解答 ， 而 只 是 列举 了 以 下 的 可 能 性 我们 
是 否 将 经 由 非 形式 数学 理论 的 转移 而 抵达 经 验 理论 ， 并 由 此 而 证 
明 数 学 是 间接 地 经 验 的 ，…… ? 注入 数学 基本 命题 的 真 值 的 唯一 
源泉 是 构造 ? 或 是 柏拉图 主义 的 直觉 ? 或 是 约定 ?”( 同 前 ,第 40 页 ,》 
拉 卡 托 斯 并 写 道 ， 上 述 问题 的 解答 几乎 不 可 能 是 铁 板 一 块 的 ,“ 仔 
当 的 历史 性 和 批判 性 的 案例 分 析 可 能 将 会 导致 一 个 复杂 的 、 混 合 
性 的 解答 。”( 同 上 ， 第 40 页 。) 拉 卡 托 斯 的 上 述 思想 ， 特 别 是 关于 我 
们 应 当 联系 相应 的 非 形式 数学 理论 来 考察 形式 数学 理论 的 真理 性 
问题 的 观点 有 着 重要 的 启示 意义 。 但 是 ， 这 又 毕竟 不 是 关于 数学 
性 质问 题 的 明确 解答 。 因 此 ， 归 根 结 蒂 地 说 。 拉 卡 托 斯 的 拟 经 验 
数学 观 就 不 能 说 是 一 种 彻底 的 数学 哲学 理论 。 

除去 上 述 的 不 彻底 性 以 外 ， 即 如 前 面 所 己 提 及 的 ， 在 拉 卡 托 
斯 为 拟 经 验 数 学 观 所 提供 的 论证 中 也 存在 有 严重 的 缺陷 和 错误 。 
拉 卡 托 斯 的 数学 哲学 理论 中 存在 有 这 些 缺 陷 和 错误 应 当 说 是 不 足 
为 奇 的 ， 因 为 ， 即 使 是 拉 卡 托 斯 本 人 对 自己 的 数学 哲学 理论 也 是 
不 满意 的 ， 并 希望 能 对 此 作 进 一 步 的 发 展 和 改进 。 然 而 ， 由 于 拉 
卡 托 斯 的 不 幸 早 逝 “他 始终 未 能 实现 在 数学 哲学 领域 作出 新 的 发 
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展 的 愿望 。 


3.4 经 验 主义 思潮 的 实际 
背景 和 普遍 意义 


依据 上 述 关于 普 特 南 及 拉 卡 托 斯 数学 哲学 思想 的 介绍 ， 我 们 、 
即 可 对 经 验 主 义 思 潮 的 实际 背景 及 其 普遍 意义 作出 分 析 。 

首先 ， 从 数学 哲学 本 身 的 历史 发 展 看 ， 现 代 的 经 验 主义 思潮 
可 以 看 成 对 于 先前 阶段 的 基础 研究 的 一 种 “反动 "。 这 一 情况 与 数 
学 史上 由 平行 公理 的 研究 而 导致 了 非 欧 几何 的 建立 是 十 分 相似 
的 ， 由 于 平行 公理 与 欧 氏 几何 中 的 其 它 公理 相 比 似乎 并 不 是 那么 
“自明 ”的 ， 因 此 ， 从 欧 几 里 得 的 时 代 开 始 ， 数 学 家 们 就 一 直 企 图 
对 此 进行 证 明 。 最 初 采用 的 是 正面 的 方法 ， 即 希望 能 用 别 的 公理 
对 平行 公理 进行 证 明 ， 后 来 又 出 现 了 反面 的 尝试 ， 即 设 平行 公理 
为 假 ， 希 望 能 由 此 推出 矛盾 ， 从 而 就 可 依据 排 中 律 而 断言 平行 公 
理 为 真 。 但 是 ， 尽 管 人 们 作出 了 巨大 的 努力 ， 所 有 证 明 平 行 公理 
的 尝试 却 都 没有 能 获得 成 功 。 从 而 ， 长 期 的 失败 就 促使 了 数学 家 
们 去 进行 新 的 思考 ;平行 公理 究竟 能 否 借助 于 其 它 的 公理 得 到 证 
明 ? 特殊 地 ， 我 们 又 能 否 用 相反 的 假设 去 取代 原来 的 欧 氏 平行 公 
理 而 发 展 出 另 一 种 合理 的 几何 理论 ? 显然 ， 在 这 样 的 意义 上 ， 非 
欧 几 何 的 建立 就 可 看 成 对 于 先前 的 证 明 平 行 公理 的 努力 的 一 种 
“反动 ”。 与 此 相 类 似 ,尽管 逻辑 主义 者 、 直 党 主义 者 及 希 尔 伯 特 在 
数学 基础 研究 中 所 采取 的 立场 各 不 相同 ， 他 们 的 最 终 目 标 却 又 都 
在 于 希望 能 为 数学 英 定 一 个 “永恒 的 、 可 靠 的 ?基础 ， 从 而 一 劳 永 
逸 地 解决 数学 的 可 靠 性 问题 。 然 而 ， 不 管 罗素 、 布 劳 维尔 及 和 希 尔 
伯 特 等 人 作 了 怎样 的 努力 ， 所 有 的 基础 研究 规划 都 没有 能 获得 成 
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功 。 从 而 ， 就 如 第 1 章 中 所 已 指出 的 ， 长 期 的 失败 必然 促使 人 们 
去 进行 新 的 思考 ， 数 学 是 否 需要 基础 ? 特殊 地 ， 由 于 逻辑 主义 等 
学 派 所 采取 的 都 可 以 说 是 一 种 “ 反 经 验 的 理性 主义 ”立场 一 一 在 他 
们 看 来 ， 数 学 的 可 靠 性 问题 只 能 依靠 纯 理 性 的 思维 ， 而 不 能 依靠 
经 验 (实践 ) 得 到 解决 一 一 因此 ,作为 对 于 基础 研究 倾向 的 一 种 “ 反 
动 ”, 经 验 主义 在 现代 数学 哲学 中 成 为 一 个 重要 思潮 就 是 十 分 自然 
的 了 。 、 

在 普 特 南 与 拉 卡 托 斯 的 数学 哲学 研究 中 , 对 于 基础 研究 的 “ 反 
思 ” 的 确 都 占有 十 分 重要 的 地 位 。 例 如 ， 普 特 南 在 《没有 基础 的 数 
学 》 中 就 曾 明 确 指出 :“ 我 并 不 认为 数学 是 含糊 不 清 的 ;我 也 并 不 认 
为 数学 在 其 基础 中 有 任何 危机 ， 事 实 上 ， 我 根本 不 相信 数学 具有 
或 需要 什么 “基础 "。”( 可 参见 1.1 节 . ) 另 外 , 拉 卡 托 斯 则 更 把 基础 研 
究 的 失败 当成 了 自己 所 提倡 的 拟 经 验 数 学 观 的 直接 论据 :由 于 认 
为 基础 研究 规划 的 失败 已 经 表明 (数学 中 的 ) 欧 几 里 得 规划 是 不 可 
能 成 功 的 ， 因 此 ， 在 拉 卡 托 斯 看 来 ， 依 据 所 说 的 关于 欧 几 里 得 系 
统 与 拟 经 验 系统 的 二 分 ， 我 们 就 可 直接 引出 “数学 是 拟 经 验 的 ? 结 
论 。 

综 上 可 见 ， 现 代数 学 哲学 中 经 验 主义 思潮 的 出 现 就 是 有 其 内 
在 必然 性 的 。 

其 次 ， 由 普 特 南 及 拉 卡 托 斯 的 数学 哲学 研究 又 可 看 出 ， 除 去 
上 述 的 内 在 必然 性 以 外 ， 现 代数 学 哲学 中 经 验 主义 思潮 的 出 现 还 
有 着 来 自 外 部 的 动力 ， 这 就 是 对 于 逻辑 经 验 主义 哲学 思想 的 彻底 
批判 。 

具体 地 说 ， 尽 管 普 特 南 与 拉 卡 托 斯 的 数学 哲学 研究 有 着 不 同 
的 思想 基础 在 普 特 南 那里 ， 主 要 是 奎 因 的 科学 整体 论 ， 对 拉 
卡 托 斯 来 说 ， 则 主要 是 波 普尔 的 证 伪 主 义理 论 一 一 但 是 ， 无 论 就 
科学 整体 论 ， 或 是 就 证 伪 主 义 的 科学 哲学 理论 而 言 ， 又 都 是 对 于 
光 辑 经 验 主义 基本 理论 的 直接 批判 ， 进 而 ， 尽 管 普 特 南 与 拉 卡 托 
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斯 的 数学 哲学 思想 并 不 完全 相同 (特别 是 ,虽然 普 特 南 及 拉 卡 托 斯 
都 曾 提 及 数学 的 拟 经 验 性 ， 但 是 ， 从 真理 性 的 角度 说 ， 两 者 却 是 
在 相对 立 的 意义 上 强调 了 数学 的 拟 经 验 性 : 普 特 南 所 谓 的 “数学 
的 拟 经 验 性 ”是 指数 学 的 真理 性 不 仅 取决 于 其 在 经 验 活动 中 的 成 
功 性 ， 而 且 也 取决 它 在 [ 纯 ] 数 学 研究 活动 中 的 成 功 性 ， 从 而 ， 他 
所 说 的 “经 验 性 ?及 “ 拟 经 验 性 ”就 都 是 对 于 数学 真理 性 的 直接 肯 
定 ， 与 此 相反 ， 拉 卡 托 斯 所 谓 的 “ 拟 经 验 性 ? 则 是 指数 学 命题 的 绝 
对 的 猜测 性 、 即 不 可 证 实 性 )， 但 是 ,这 两 者 又 都 可 以 看 成 对 于 逻 
辑 经 验 主义 数学 真理 观 (分 析 真理 论 ) 的 一 种 “清算 ”。O 


@ 缘 上 所 述 ， 对 于 现代 数学 哲学 中 经 验 主义 思潮 的 有 深发展 的 实际 背景 及 其 与 
一 般 科学 哲学 的 联系 可 以 总 结 如 下 ， 


数学 哲学 一 般 研究 (科学 哲学 ) 


拉 卡 托 斯 的 
科学 研究 纲领 方法 论 


中 


最 后 ， 依 据 上 面 的 分 析 ， 也 就 容易 看 出 现代 数学 哲学 中 经 验 
主义 思潮 的 普遍 意义 ， 

(1) 由 于 经 验 主义 思潮 即 是 对 于 以 基础 研究 为 代表 的 (数学 ) 
理性 主义 (特别 是 先 验 论 数学 观 ) 的 “反动 >， 因 此 ， 就 数学 哲学 的 
研究 而 言 ， 现 代 经 验 主义 思潮 的 出 现 就 是 一 个 重要 的 进步 。 事 实 
上 ， 即 如 第 1 章 中 所 已 指出 的 ， 这 正 是 数学 哲学 的 研究 进入 一 个 
新 的 时 期 的 重要 标志 之 一 。 

(2) 由 于 数学 历来 被 认为 是 先 验 论 最 坚固 的 保健 ,因此 ,对 数 
学 先 验 论 的 批判 其 意义 就 不 仅仅 限于 数学 哲学 的 范围 ， 而 是 有 着 
更 为 广泛 的 普遍 意义 。 更 为 一 般 地 说 ， 由 于 现代 数学 哲学 中 的 经 
验 主义 事实 上 已 经 超出 了 认识 论 的 范围 ， 并 包含 了 对 于 数学 真理 
性 问题 及 本 体 论 问题 的 全 面 分 析 ， 又 由 于 这 些 问题 是 与 一 般 哲 
学 中 的 真理 性 问题 及 本 体 论 问题 密切 相关 的 或 者 说 ， 前 者 是 后 
者 的 重要 组 成 部 分 ), 因 此 ， 这 种 数学 哲学 的 研究 也 就 为 一 般 的 哲 
学 研究 提供 了 新 的 启示 和 动力 。 应 当 指出 的 是 ,这 种 特殊 和 一 般 的 
关系 ， 事 实 上 也 就 是 数学 哲学 研究 的 根本 意义 所 在 。 这 就 如 同 普 
特 南 与 伯 纳 塞 洛 夫 在 《数学 哲学 论文 集 》“ 二 版 前 言 ” 中 所 指出 的 ， 
“在 数学 哲学 与 一 般 哲 学 中 关于 实在 论 的 形而上学 问题 讨论 之 间 
无 疑 有 着 密切 的 联系 。…… 正 因为 此 ， 我 们 认为 ， 那 些 对 认识 论 
的 基本 问题 ,真理 和 指称 的 理论 语言 哲学 及 形而上学 感 兴趣 的 哲 
学 家 们 就 应 更 加 注意 数学 的 情况 。…… 数 学 的 世界 并 不 是 一 个 孤 
立 的 世界 。 除 非 我 们 对 于 数学 在 我 们 关于 物理 现象 的 解释 中 所 起 
的 作用 有 了 更 好 的 理解 ,对 于 物理 世界 的 充分 解释 是 不 可 能 的 , 另 
外 ， 又 只 有 在 这 种 关于 知识 、 真 理 和 实在 的 解释 同样 适用 于 纯粹 
数学 的 情况 下 ,所 说 的 解释 才能 被 认为 是 令 人 满意 的 。”(«Philosop- 
hy of Mathematics, Selected Readings», 1983 年 版 , 第 37 页 。) 

(3) 相对 于 一 般 哲学 而 言 ， 数 学 哲学 与 一 般 科 学 哲学 有 着 更 
为 直接 的 联系 。 例 如 ， 正 如 前 面 所 已 指出 的 ， 普 特 南 的 数学 哲学 
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理论 (经 验 的 实在 论 ) 即 是 其 一 般 科学 哲学 理论 (科学 实在 论 ) 的 一 
个 重要 组 成 部 分 ， 拉 卡 托 斯 的 拟 经 验 数学 观 则 可 看 成 波 普尔 的 证 
伪 主 义 科学 哲学 理论 在 数学 中 的 推广 应 用 。 也 正 因为 此 ， 在 数学 
哲学 与 一 般 科学 哲学 之 间 就 存在 相互 促进 的 辩证 关系 。 例 如 ， 除 
去 波 普尔 的 证 伪 主 义 以 外 ， 在 第 五 章 的 讨论 中 我 们 还 可 看 到 库 恩 
的 科学 哲学 思想 对 于 现代 数学 哲学 研究 的 直接 影响 。 另 外 ,由 拉 卡 
托 斯 后 期 的 科学 哲学 研究 我 们 则 可 看 到 数学 哲学 对 于 一 般 科学 哲 
学 的 积极 作用 ， 除 去 证 伪 主 义 的 成 分 以 外 ， 在 拉 卡 托 斯 的 数学 哲 
学 理论 中 还 包含 有 一 些 新 的 不 同 成 分 ， 特 别 是 关于 数学 启发 法 的 
思想 (参见 第 6 章 )， 而 又 正 是 这 些 超出 波 普 尔 哲学 的 成 分 为 拉 卡 
托 斯 后 来 发 展 科学 研究 纲领 方法 论 这 一 新 的 科学 哲学 理论 提供 了 
必要 的 概念 框架 (对 此 可 参见 附录 下 从 数学 发 现 的 逻辑 到 科学 
研究 纲领 方法论 )。 显 然 ， 就 现在 的 论题 而 言 ,这 也 就 更 为 清楚 地 
表明 了 数学 罩 学 研究 (特殊 地 ， 经 验 主义 思 湖 ) 所 具有 的 普遍 意 
义 。 
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第 4 章 


模式 观 的 数学 哲学 理论 


在 这 一 章 中 我 们 将 对 数学 哲学 的 基本 问题 
作出 独立 的 全 面 分 析 ， 并 发 展 起 一 种 新 的 数学 
哲学 理论 ， 模式 观 的 数学 哲学 理论 。 这 一 理论 
的 主要 内 容 为 ， 数学 真理 的 层次 理论 ， 模 式 观 
的 数学 本 体 论 及 模式 观 的 数学 认识 论 。 在 最 后 
一 节 中 我 们 还 将 对 模式 观 的 数学 哲学 理论 与 其 
它 理论 作出 比较 ， 并 以 此 为 依据 对 所 已 提 及 的 
各 种 观点 及 其 它 问题 作出 分 析 和 评论 。 


4.1 数学 真理 的 层次 理论 


就 数学 真理 性 问题 的 研究 而 言 ， 关 键 在 于 
不 能 以 某 种 单一 的 观点 去 看 待 所 有 的 数学 知 
识 ， 而 应 从 历史 发 展 的 角度 对 此 作出 具体 的 区 
分 ， 并 进而 确定 各 种 层次 上 的 数学 知识 的 特殊 
性 质 。 一 般 地 说 ， 这 里 所 倡导 的 数学 真理 的 层 
次 理论 也 就 是 从 这 样 的 角度 去 进行 分 析 和 综合 
的 结果 。 
1。 数 学 知识 的 不 同 层次 
数学 知识 技 其 历史 发 展 的 顺序 ， 也 即 性 质 
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的 不 同 可 以 作出 如 下 的 区 分 : 

(1) 关于 原始 形态 的 数学 知识 与 素 朴 的 数学 知识 的 区 分 。 

所 请 原始 形态 的 数学 知识 在 此 是 指 一些 并 不 很 复杂 的 实际 问 
题 的 解答 。 如 “首先 采集 第 一 棵 椅 上 的 芝 果 ,再 采集 第 二 棵 树 上 的 
芝 果 ， 或 首先 采集 第 二 棵 树 上 的 苹果 , 再 采集 第 一 棵 树 上 的 苹果 ， 
这 两 种 作法 所 采 得 的 苹果 是 否 一 样 多 ?”“ 有 两 块 不 同形 状 的 土地 ， 
一 块 旺 方形， 一块 呈 圆 形 , 如 方形 的 边 长 大 致 等 于 圆 形 的 直径 , 试 
判定 哪 一 块 土地 有 较 大 的 面积 ?” 等 等 。 另 外 ， 所 谓 素材 的 数学 知 
识 在 此 则 是 指 “2+ 3= 3+2?、“ 等 周 长 的 平面 图 形 中 以 圆 面积 最 
大 ”等 这 样 一 些 命题 或 其 汇集 。 

为 了 对 所 说 的 这 两 种 知识 进行 “严格 的 ”区 分 ， 我 们 可 以 引进 
如 下 的 划分 标准 :原始 形态 的 数学 知识 即 是 指 这 样 的 “数学 知识 ”， 
它们 的 获得 并 不 以 建立 严格 的 数学 概念 为 必要 前 提 ; 不 然 的 话 , 则 
就 称 为 (真正 的 ?数学 知识 。 特 殊 地 ， 素 朴 的 数学 知识 就 属于 后 者 
的 范畴 。 

(2) 关于 素 朴 的 数学 知识 与 理论 的 数学 知识 的 区 分 。 

素 朴 的 数学 知识 即 是 指 上 面 所 已 提 及 的 个 别 数学 命 题 的 汇 
集 ， 理 论 的 数学 知识 则 是 指 整体 性 的 数学 知识 ， 其 中 各 个 命题 的 
逻辑 联系 (或 者 等 价 地 说 ， 各 个 有 关 概 念 的 内 在 联系 ) 已 经 得 到 了 
明确 的 揭示 ， 从 而 就 不 能 被 看 成 个 别 命题 的 简单 组 合 。 例 如 ， 公 
理化 的 数学 理论 即 为 理论 的 数学 知识 的 典型 例子 。 然 而 ， 应 当 明 
确 的 是 ， 这 种 知识 也 可 能 以 其 它 的 形式 得 到 表现 。 例 如 ， 从 历史 
的 角度 看 ， 自 然 数 的 概念 系统 最 初 就 是 以 所 谓 的 “生成 法 "、 而 并 
非 公理 化 方法 得 到 建立 的 。 具体 地 说 ， 我 们 以 “ 1 "作为 第 一 个 自 
然 数 (开始 数 )， 然 后 ， 通 过 反覆 地 实施 “加 一 ”的 运算 ， 就 获得 了 
如 下 的 无 穷 序列 : 

1， 2， 8， “ns, n+1, EE 站 


为 了 方便 讨论 ， 我 们 再 引入 以 下 的 概念 ， 如 果 一 个 数学 命题 
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是 作为 某 一 理论 的 数学 知识 的 组 成 成 分 被 接受 的 〈 例 如 ， 这 一 命 
题 是 通过 逻辑 证 明 得 到 建立 的 ) ,就 称 为 理论 的 数学 命题 ， 不 然 的 
话 ， 就 称 为 索 朴 的 数学 命题 。 显 然 ， 利 用 所 说 的 概念 ， 素 朴 的 数 
学 知识 就 可 “定义 ?为 素 朴 数学 命题 的 简单 汇集 。 

就 现代 的 数学 研究 而 言 ， 所 谓 的 数学 知识 无 疑 是 指 理论 的 数 
学 知识 ， 而 并 非 素 朴 的 数学 知识 。 但 是 ， 从 理论 的 角度 看 ， 特 别 
是 考虑 到 数学 的 历史 发 展 ， 素 朴 的 数学 知识 显然 又 应 被 看 成 数学 
知识 的 一 个 部 分 。 

(3) 关于 非 形式 的 数学 理论 与 形式 的 数学 理论 的 区 分 。 

所 谓 非 形式 的 数学 理论 在 此 是 指 具 有 明显 直观 背景 的 数学 理 
论 ， 形 式 数学 理论 则 是 指 不 予以 解释 的 数学 理论 。 就 公理 化 数学 
理论 而 言 ， 前 者 就 是 指 实质 的 公理 系统 ， 即 所 谓 的 “对 象 一 一 公 
理 - 一 演绎 ?系统 ， 后 者 则 是 指 抽象 的 公理 系统 ， 也 即 所 谓 的 “ 假 
设 一 演绎 ?系统 。 例 如 ， 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 所 给 出 的 就 是 
非 形 式 的 几何 理论 ， 与 此 相反 ， 希 尔 伯 特 在 《几何 基础 》 中 所 建立 
的 则 是 形式 的 几何 理论 。 

(4), 最 后 ， 应 当 强 调 的 是 ， 我们 是 在 递 进 的 意义 上 作出 上 述 
的 三 个 区 分 的 ， 从 而 ， 从 总 体 上 说 ， 对 ( 泛 指 意义 上 的 数学 知识 
就 可 区 分 出 如 下 的 四 个 不 同 层次 。 对 此 我 们 将 分 别称 为 原始 水 平 、 
素 朴 水 平 、 理 论 水 平 及 ( 纯 ) 形 式 水 平 上 的 数学 知识 。 


对 上 述 各 个 层次 上 的 数学 知识 进行 综合 分 析 ， 容 易 看 出 ， 这 
里 所 作出 的 区 分 是 与 数学 的 历史 发 展 直接 相对 应 的 。 另 外 ， 就 数 
学 真理 性 问题 的 研究 而 言 ， 重 要 的 事实 则 是 在 于 ， 数学 哲学 家 们 
往往 是 以 某 种 特定 的 数学 知识 为 对 象 从 事 数学 的 哲学 思考 的 。 例 
如 ， 正 如 第 3 章 中 所 已 提 及 的 ， 传 统 的 经 验 主义 的 主要 代表 人 物 
称 勤 提出 ， 数 学 命题 是 所 谓 的 “经 验 的 一 般 化 "， 也 即 是 建立 在 直 
接 经 验 之 上 的 归纳 命题 ， 显 然 ， 这 正 是 以 素 朴 的 数学 知识 为 直接 
对 象 进行 思考 的 结果 ， 其 次 ， 各 种 先 验 论 的 数学 观 〈 如 柏拉图 主 
义 、 分 析 真 理论 等 ) 则 是 以 由 素 朴 的 数学 知识 上 升 到 理论 的 数学 
知识 为 必要 前 提 的 ， 最后， 由 非 形 式 的 数学 理论 向 形式 数学 理论 
的 过 渡 又 显然 为 形式 主义 的 数学 观 提供 了 直接 的 动力 和 必要 的 论 
据 。 

正 因为 所 已 提 及 的 各 种 数学 哲学 理论 都 是 以 某 一 特定 层次 上 
的 数学 知识 为 对 象 进行 思考 的 结果 ,它们 就 都 具有 一 定 的 合理 性 ; 
然而 ， 由 于 所 说 的 数学 知识 又 只 是 全 部 数学 知识 的 一 个 部 分 ， 因 
此 ， 所 有 这 些 理论 就 都 具有 一 定 的 局 限 性 。 进 而 ， 为 了 对 数学 的 
真理 性 问题 作出 正确 的 分 析 ， 我 们 就 必须 首先 对 各 个 层次 上 的 数 
学 知识 的 特殊 性 质 作 出 分 析 ， 然 后 ,再 以 此 为 依据 去 进行 综合 。 下 
面 我 们 就 来 具体 地 从 事 这 一 工作 。 

2。 素 朴 数 学 知识 的 经 验 性 

由 于 原始 形态 的 数学 知识 并 非 真 正 的 数学 知识 ， 因 此 ， 就 数 
学 真理 性 问题 的 具体 分 析 而 言 ， 我 们 首先 就 应 考虑 素材 数 学 知识 
的 性 质 。 而 这 又 可 集中 地 表述 为 , 素 朴 的 数学 命题 能 否 看 成 建立 在 
直接 经 验 之 上 的 归纳 命题 ? 

从 形式 上 看 ， 对 于 上 述 问题 似乎 可 以 作出 肯定 的 答 覆 ,例如 ， 
我 们 可 以 由 “这 只 天 鹅 是 白 的 "、“ 那 只 天 热 是 白 的 ”…… 通 过 归纳 
而 得 出 “所 有 的 天 鹅 都 是 白 的 ?的 结论 ， 类 似 地 ， 我 们 似乎 也 可 以 
由 “两 个 苹果 加 上 三 个 苹果 是 五 个 华 果 ”、“ 两 个 人 加 上 三 个 人 是 
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下 个 人 ”…… 经 由 归纳 而 得 出 ;“ 2 + 3 = 5 ”。 正 如 前 面 所 已 提 及 
的 ， 从 历史 的 角度 看 ， 这 事实 上 就 是 传统 的 经 验 主义 数学 观 的 一 
个 主要 论据 。 例 如 ， 穆 勒 就 曾 指 出 ， 通 过 腿 的 观察 或 手 的 触觉， 
我 们 可 以 认识 到 任何 一 定数 目的 对 象 ， 比 如 10 个 球 ， 都 可 以 分 割 
和 重新 组 合成 各 种 其 和 为 10 的 组 合 ， 如 1 个 球 和 9 个 球 的 组 合 ， 
2 个 球 和 8 个 球 的 组 合 ， 等 等 ， 从 而 ， 通 过 归纳 ， 我 们 就 得 出 了 
如 下 的 一 般 命题 ，1 + 9 =10，2 + 8 =10,…… 。 在 穆 勒 看 来 ， 
这 也 就 表明 了 数学 命题 与 其 它 的 科学 命题 一 样 ， 都 是 “经 验 的 一 
般 化 ”， 即 是 建立 在 直接 经 验 之 上 的 归纳 命题 。 

上 面 的 论述 表明 ， 如 果 停 留 在 素 朴 水 平 上 的 活 ， 传 统 的 经 验 
主义 数学 观 是 有 一 定 合理 性 的 ， 但 是 ， 应 当 强 调 的 是 ， 即 使 就 察 
朴 的 数学 知识 而 言 ， 对 于 所 说 的 “经 验 性 ?也 必须 作出 如 下 的 重要 
修正 ， 第 一 ， 无 论 就 数学 知识 或 是 就 一 般 科 学 知识 而 言 ， 基 中 都 
有 一 些 命题 应 当 被 看 成 “定义 下 的 真理 ”， 而 并 非 建 立 在 直接 经 验 
之 上 的 归纳 命题 。 第 二 ,上 述 的 经 验 主义 数学 观 是 从 历史 的 角 变 ， 
或 者 说 从 认识 发 生 的 角度 进行 分 析 的 结果 ， 而 如 果 从 理论 ( 浊 辑 ) 
的 角度 ， 或 者 说 从 知识 检验 的 角度 进行 考虑 的 语 ， 对 数学 的 真理 
性 就 必须 作出 不 同 的 解释 一 -这 事实 上 也 就 是 数学 命题 与 其 它 科 
学 命题 的 一 个 重要 区 别 。 

具体 地 说 。 这 里 首先 涉及 的 是 诸如 “两 个 醒 果 加 上 土 三 个 苹果 
是 五 个 苹果 ?这 样 的 命题 能 否 看 成 表明 了 直接 的 经 验 事实 的 问题 。 
不 难看 出 ， 为 了 获得 所 说 的 知识 ,人 们 必须 首先 建立 “两 个 苹果 ?、 
“三 个 苹果 ”等 这 样 一 些 概念 。 尽 管 这 些 概念 与 一 般 的 数量 “2 ”、 
“3 ”等 相 比 是 较为 特殊 的 ， 但 它们 同样 是 抽象 思维 的 产物 ,从 而 ， 
上 述 姑 识 的 获得 过 程 就 包含 了 概念 的 应 用 ， 而 这 也 就 表明 了 所 说 
的 命题 并 非 都 是 直接 的 经 验 事实 ， 即 其 中 至 少 有 一 部 分 应 被 看 成 
是 “定义 下 的 真理 ”。 

”在 由 所 谓 的 “经 验 事实 "过渡 到 相应 的 数学 命题 时 ， 上 述 的 分 
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析 显 然 仍然 是 有 效 的 。 例 如 ， 如 果 把 “3 "定义 成 “2 与 1 的 和 *， 
那么 “2 + 1 = 3 "显然 就 应 被 看 成 定义 下 的 真理 ， 而 并 非 建立 
- 在 直接 经 验 之 上 的 归纳 命题 。 类 似 地 ， 我 们 也 可 对 数学 以 外 的 一 
般 科学 作出 同样 的 分 析 。 例 如 ， 为 了 获得 以 下 的 知识 :“ 人 是 有 理 
性 的 "、“ 人 是 会 死 的 ?> 等 ， 我 们 就 必须 首先 建立 “人 ?、“ 理 性 ?>“ 生 
物 ? 壬 概念， 而 如 果 把 “人 ?定义 为 “有 理性 的 生物 ”， 命 题 “ 人 是 有 
理性 的 "显然 就 应 被 看 成 定义 下 的 真理 。 

应 当 指 出 ， 上 述 关于 部 分 数学 (科学 ) 命 题 分 析 性 的 断言 并 不 
应 被 看 成 对 于 其 客观 意义 的 否定 。 事 实 上 ， 如 果 停留 于 素 朴 水 平 
的 话 ， 所 说 的 概念 必然 是 一 种 “直接 观念 化 ”的 概念 ， 即 具有 明显 ， 
的 直观 意义 ， 从 而 ， 相 应 的 命题 也 就 具有 明确 的 客观 意义 。@ 但 
是 ， 上 述 的 分 析 同 时 又 清楚 地 表明 了 这 样 一 点 : 即使 就 素 朴 的 数 
学 知识 而 言 ， 其 “经 验 性 "也 不 能 被 简单 地 等 同 于 “归纳 性 ”。 

其 次 ， 在 承认 了 部 分 命题 的 “分 析 性 以后， 我 们 显然 又 应 考 
虑 这 样 的 问题 ， 这 一 论断 的 适用 范围 究竟 有 多 大 ? 或 者 说 ， 我 们 
是 否 应 当 把 所 有 的 ( 素 朴 的 数学 命题 (及 科学 命题 ) 都 看 成 是 所 说 
的 “定义 下 的 真理 ?? 

就 一 般 的 科学 知识 而 言 〈 准 确 怨 说 ， 是 素 朴 水 平 上 的 科学 知 
识 一 一 这 是 与 理论 的 科学 知识 相对 立 的 ), “定义 下 的 真理 ”的 外 
延 是 相当 狭窄 的 。 因 为 ， 就 大 部 分 的 科学 命题 来 说 ， 在 所 涉及 的 
概念 之 间 并 无 必然 的 联系 。 例 如 ， 按 照 通常 的 理解 ，“ 天 鹅 是 白 


@ 以 下 的 事实 可 以 看 成 上 述 断 言 的 一 个 有 力 论据 : 同一 数量 规律 在 不 同 的 数 系 
.中 可 能 具有 完全 不 同 的 表述 形式 。 例 如 ， 十 进位 制 数 系 中 的 命题 “2 + 1 = 3 "与 二 进 
位 制 数 系 中 的 命题 “10+ 1 = 11” 所 表明 的 就 是 同一 个 数量 规律 。 正 因为 同一 数量 规律 
可 以 以 不 同 的 形式 得 到 表现 ， 因 此 ， 就 记 涉 及 的 范围 而 言 ， 关 于 命题 “分 析 性 "的 断 讶 
所 涉及 的 就 只 是 它 的 最 终 的 表述 形式 ， 而 其 真理 性 则 又 仍然 取决 于 它 是 否 正 确 地 反映 
了 客观 事物 的 量 性 规律 性 。 这 事实 上 也 就 是 我 们 为 什么 必须 考虑 “定义 "合理 性 的 根本 
原因 。 
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的 ?就 不 能 被 看 成 “定义 下 的 真理 "， 因 为 ， 在 “天 鹅 " 与 “ 白 ” 这 两 
个 概念 之 间 并 无 必然 的 联系 。 也 正 因为 此 ， 观 察 、 实 验 及 归纳 在 
科学 的 认识 活动 中 就 具有 特别 重要 的 作用 。 那 么 ， 对 于 数学 知识 
来 说 ， 我 们 是 否 也 可 引出 同样 的 结论 呢 ? 我 们 认为 ， 如 果 停 留 在 
素 朴 水 平 上 ， 也 即 从 历史 的 角度 (或 者 说 ， 认 识 发 生 的 角度 ) 进 行 
分 析 的 话 ， 上 述 结论 对 数学 来 说 在 一 定 程度 上 也 是 有 效 的 ,例如 ， 
一 旦 建立 了 “1”、“2”、“3 ?等 概念 ， 人 们 就 可 通过 观察 和 归纳 
去 建立 除 上 述 “定义 下 的 真理 ?以 外 的 新 知识 ， 如 “2 + 3= 5”， 
en 。 类 似 地 ， 在 建立 了 “三 角形 ”等 概念 以 后 ， 我 们 也 可 以 借助 
于 观察 和 实验 并 通过 归纳 建立 “三 角形 的 内 角 和 为 180 度 ?等 知识 。 
这 事实 上 也 就 是 几何 学 早期 发 展 的 实际 情况 。 但 是 ， 应 当 强 调 的 
是 ， 在 所 说 的 数学 命题 与 经 验 命题 之 间 又 存在 着 以 下 的 重要 区 
别 : 第 一 ， 单 纯 凭借 观察 、 实 验 和 归纳 在 数学 中 是 走 不 远 的 。 因 
为 ， 即 使 对 于 足够 大 的 数 来 说 ， 我 们 就 已 无 法 使 相应 的 认识 建立 
在 直接 的 观察 或 实验 之 上 ， 更 不 用 说 包含 有 无 限 的 情况 了 。 第 
二 ， 更 为 重要 的 是 ， 数 学 的 研究 早已 超出 了 经 验 的 水 平 。 这 也 就 
是 说 ,在 现代 的 数学 研究 中 ,一 个 数学 命题 只 有 得 到 了 理论 的 证 明 
才能 被 认为 是 可 接受 的 ， 而 这 种 证 明 则 又 表明 了 数学 命题 所 涉及 
的 并 非 概念 的 偶然 联系 ， 而 是 它们 的 必然 联系 。 从 而 ， 即 使 对 于 
“2 + 3 = 5”、“ 三 角形 的 内 角 和 为 180 度 ”这 样 的 命题 来 说 ， 关 
于 其 归纳 性 的 断言 也 只 是 从 历史 的 角度 进行 分 析 的 结果 ， 而 如 果 
上 升 到 理论 高 度 的 话 ， 就 必须 对 数学 的 真理 性 作出 新 的 分 析 。 

综 上 可 见 ， 对 传统 的 经 验 主义 数学 观 我 们 必须 作出 重要 的 修 
正和 限制 。 但 是 ， 就 索 朴 的 数学 知识 而 言 ， 我 们 又 应 在 下 述 的 意 
义 上 去 肯定 这 种 知识 的 经 验 性 ， 即 这 是 对 于 客观 世界 量 性 规律 性 
的 直接 刻画 。 


3。 非 形式 数学 理论 的 经 验 性 和 拟 经 验 性 
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前 面 已 经 指出 ， 与 个 别 ( 素 朴 ) 命题 的 简单 汇集 相 比 ， 理 论 的 
数学 知识 的 主要 特征 在 于 对 于 各 个 命题 逻辑 联系 相应 地 ， 各 个 
概念 内 在 联系 ) 的 深刻 揭示 。 这 也 就 是 说 ， 系 统 的 数学 理论 事实 
上 代表 了 一 个 完整 的 概念 体系 。 数 学 的 研究 由 素 朴 的 水 平 上 升 到 
理论 的 水 平 ， 在 认识 论 上 是 具有 重要 意义 的 。 这 主要 是 : 

第 一 ， 在 系统 的 数学 理论 中 ， 只 有 得 到 逻辑 证 明 的 数学 命题 
才 是 可 接受 的 ， 而 这 种 逻辑 证 明显 然 又 是 以 概念 的 内 在 联系 为 依 
据 的 ， 因 此 ， 如 果 把 公理 看 成 相应 概念 的 隐 定 义 的 话 ， 数 学 理论 
中 的 各 个 命题 就 都 应 当 被 看 成 “定义 下 的 真理 *。 从 而 ， 尽 管 其 中 
某 些 命题 的 得 出 (认识 ) 很 可 能 仍然 建立 在 观察 ,实验 与 归纳 之 上 ， 
但 是 ， 从 理论 的 角度 看 ， 它 们 又 都 应 当 被 看 成 “定义 下 的 真理 ”。 

第 二 ， 尽 管 非 形式 数学 理论 具有 明显 的 直观 背景 (而 且 , 从 历 
史 的 角度 看 ， 这 种 理论 的 建立 往往 就 是 对 相应 的 素 朴 命题 的 简单 
汇集 进行 综合 分 析 的 结果 ) ,但 是 ， 由 于 在 理论 的 数学 研究 中 ， 概 
念 是 通过 明确 的 定义 ( 隐 定 义 或 显 定义 ) 得 到 “构造 的， 而且, 在 
定理 的 推导 过 程 中 ， 我 们 又 只 能 依靠 所 说 的 定义 ， 而 不 能 求助 于 
直观 ， 因 此 ， 从 认识 论 的 角度 看 ， 系 统 的 数学 理论 相对 于 直观 背 
景 而 言 就 获得 了 一 定 的 独立 性 。 这 也 就 是 说 ， 理 论 的 数学 研究 在 
形式 上 即 是 以 “独立 的 ?数学 理论 (概念 框架 、 数 学 结构 、 模 式 ) 为 
直接 研究 对 象 的 。 

第 三 ， 正 由 于 非 形 式 的 数学 理论 相对 于 客观 实在 具有 一 定 的 
独立 性 ， 因 此 ， 在 理论 的 层次 上 我 们 似乎 就 可 自由 地 去 谈 及 独立 
的 数学 对 象 的 存在 性 ， 而 数学 命题 则 可 被 认为 是 关于 相应 数学 对 
象 的 真理 。 但 是 ， 必 须 明确 的 是 ， 这 些 数学 对 象 并 非 不 依赖 于 思 
维 的 独立 存在 ， 而 正 是 借助 于 明确 的 定义 逻辑 地 得 到 构造 的 ， 从 
而 ， 数 学 对 象 所 具有 的 就 只 是 一 种 相对 的 独立 性 ， 对 此 必须 与 柏 
拉 图 主义 的 本 体 论 明 确 地 加 以 区 分 (对 数学 的 本 体 论 问题 ， 我 们 
将 在 下 一 节 中 作出 进一步 的 分 析 )。 
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第 四 ， 犹 如 素 朴 数学 命题 的 分 析 一 样 ,我 们 也 不 能 四 断言 ( 非 
形式 的 ) 理 论 数 学 命题 的 “分 析 性 ?而 否认 其 所 包含 的 客观 意义 。 也 
正 是 在 这 样 的 意义 上 ,我 们 即 可 提 及 非 形式 数学 理论 的 经 验 性 ;但 
是 ， 对 于 这 里 所 说 的 “经 验 性 ?又 必须 赋予 与 素 朴 数学 知识 的 经 验 
性 不 同 的 解释 。 具 体 地 说 ，@ 所 谓 非 形式 数学 理论 的 经 验 性 ， 主 
要 是 指 理论 的 真理 性 取决 于 其 在 实际 活动 (社会 实践 ) 中 的 成 功 
性 ， 另外 ， 从 历史 的 角度 看 ， 非 形式 数学 理论 的 建立 又 往往 是 对 
素 朴 的 数学 命题 的 简单 汇集 进行 综合 分 析 的 结果 ， 从 而 也 就 直接 
或 间接 地 依赖 于 感性 经 验 。@@ 这 里 所 说 的 经 验 性 是 一 种 整体 性 的 
概念 ， 即 是 就 整个 理论 ,而 不 是 就 其 中 的 个 别 命题 进行 分 析 的 , 因 
此 ， 关 于 理论 经 验 性 的 断言 就 不 能 被 理解 为 是 指 理论 中 的 每 一 命 
题 都 与 客观 实在 有 着 直接 的 联系 。@ 由 于 概念 是 抽象 思维 的 产物 ， 
其 建立 的 过 程 必然 包含 了 “简单 化 (理想 化 )、 粗 糙 化 、 做 化 ”， 更 
由 于 理论 的 数学 研究 是 以 抽象 的 数学 理论 为 直接 对 象 的 〈 即 在 严 
格 的 数学 研究 中 ， 我 们 只 能 依赖 于 定义 、 而 不 能 求助 于 直观 ), 因 
此 ， 理 论 的 数学 命题 就 不 能 被 看 成 对 于 客观 实在 量 性 规律 性 的 直 
接 刻 画 。 这 也 就 是 说 ， 相 对 于 素 朴 的 研究 而 言 ，( 非 形式 的 ) 理 论 
的 数学 研究 是 一 个 包含 有 以 下 各 个 环节 的 更 为 复杂 的 过 程 ,i)“ 构 
造 性 ”思维 活动 ， 即 是 以 客观 实在 为 背景 通过 抽象 而 建立 “独立 
的 ” 数学 结构 ii) 发现 性 思维 活动 ， 这 是 指 以 已 建立 的 数学 结构 
为 直接 对 象 去 从 事 研究 ，iii) 实 践 的 检验 , 即 是 通过 社会 实践 来 判 
定 所 说 的 理论 十 否 正确 地 反映 了 相应 的 客观 实在 。 0 

@ 依据 上 面 的 分 析 ， 就 非 形式 的 数学 理论 而 言 ， 我 们 就 可 引进 两 种 不 同 的 真理 
性 概念 :“ 内 部 真理 性 ”和 “外 部 真理 性 ”。 所 谓 “ 内 部 真理 性 ”是 措 个 别 命 题 相 对 于 前 提 
的 “可 证 明 性 ”， 另 外 ， 所 谓 “ 外 部 真理 性 " 则 是 指 理论 作为 一 个 整体 是 否 正 确 地 反 喘 了 
相应 的 客观 实在 。 显 然 ， 按 照 这 样 的 定义 ， 内 部 真理 性 就 是 从 属于 外 部 真理 性 的 ， 因 
为 ， 只 有 在 整个 理论 正确 地 反映 了 相应 的 客观 实在 的 情况 下 ， 关于 个 别 命题 内 部 真理 
性 的 谈论 才 是 有 意义 的 。 另 外 ， 外 部 真理 性 则 又 不 能 简单 地 该 等 同 于 “可 应 用 性 "， 因 


为 ， 一 个 理论 之 所 以 是 有 用 的 ， 就 因为 它 正确 地 反映 了 客观 实在 ， 因 此 ， 可 应 用 性 就 
是 由 真理 性 所 决定 的 。 
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除去 经 验 性 以 外 ， 我 们 再 来 对 非 形式 数学 理论 的 拟 经 验 性 作 
一 分 析 。 应 当 指 出 的 是 : 

第 一 ， 我 们 是 在 普 特 南 的 意义 上 ， 而 并 非 是 在 拉 卡 托 斯 的 意 
义 上 使 用 “ 拟 经 验 性 ?概念 的 。 这 就 是 说 ， 我 们 所 说 的 拟 经 验 性 并 
非 是 指 理论 中 的 命题 都 只 是 大 胆 的 猜测 〈 对 此 只 能 加 以 证 伪 、 而 
不 能 予以 证 实 ) ,而 主要 是 指数 学 的 真理 性 不 仅 依赖 于 其 在 实际 活 
动 (社会 实践 ) 中 的 成 功 性 ， 而 且 ， 在 一 定 的 范围 内 ， 也 可 以 建立 
在 其 在 数学 研究 活动 的 成 功 性 之 上 。( 这 事实 上 也 就 是 把 实践 的 
范围 由 通常 所 说 的 社会 实践 推广 到 了 数学 实践 。》 

第 二 ， 与 上 面 所 说 的 经 验 性 相 比 ， 这 里 所 说 的 拟 经 验 性 应 当 
说 是 一 个 局 部 性 概念 ， 即 主要 是 就 某 些 公理 而 言 的 。 这 也 就 如 哥 
德尔 在 论 及 集合 论 公理 时 所 指出 的 ， 某 些 公理 的 真理 性 建立 在 它 
们 在 数学 研究 中 的 成 功 性 之 上 。 例 如 ， 结 论 、 特 别 是 “可 检验 的 ” 
结论 的 丰富 性 ， 这 些 结论 不 利用 所 涉及 的 公理 也 是 可 以 证 明 的 ， 
但 是 ， 如 果 引 进 了 这 一 公理 的 话 ， 它 们 的 证 明 就 将 大 大 简化 并 易 
于 发 现 ， 又 如 新 的 公理 导致 了 强 有 力 的 方法 或 对 于 整个 理论 更 深 
刻 的 理解 ;等 等 。( 对 此 可 参见 CWhat is Cantor's Continuum Problem?»， 
载 <Philosophy of Mathematics，Selected Readings»，1983 年 版 ， 第 477 
页) 从 而 ， 就 如 一 般 命题 的 “可 证 明 性 "(内 部 真理 性 ) 一 样 ， 公 理 
的 “ 拟 经 验 的 真理 性 ?也 从 属于 整个 理论 的 真理 性 (外 部 真理 性 )。 

最 后 ， 如 果 把 考察 的 范围 由 真理 的 检验 扩展 到 真理 的 发 现 ， 
拟 经 验 的 概念 就 不 仅 可 以 被 用 于 公理 ， 而 且 也 可 被 用 于 一 般 的 命 
题 。 例 如 ， 数 论 中 很 多 著名 的 猜想 ， 如 哥 德 巴赫 猜想 等 ， 就 都 是 
通过 实例 的 观察 得 到 发 现 ， 并 借助 于 “实验 ”一 一 如 实际 计算 一 一 
得 到 初步 证 实 的 。 著 名 数学 家 欧 拉 曾 明确 地 写 道 :“ 数 学 这 门 科 学 ， 
需要 观察 ， 也 需要 实验 ”由 于 这 里 所 说 的 观察 、 实 验 都 是 就 数学 
对 象 而 并 非 是 就 物质 对 象 而 言 的 ， 因 此 ， 上 述 论述 也 就 清楚 地 表 
明了 相应 结论 的 拟 经 验 性 。 
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综 上 所 述 ， 我 们 就 应 在 所 说 的 意义 上 去 肯定 非 形式 数学 理论 
的 经 验 性 和 拟 经 验 性 。 又 由 于 个 别 命题 的 拟 经 验 真 理性 归根 结 带 
地 说 是 由 整个 理论 的 经 验 真 理性 所 决定 的 ， 因 此 ， 我 们 就 应 赋予 
理论 的 经 验 性 以 主要 的 地 位 。 这 就 是 说 ， 非 形式 数学 理论 是 通过 
相对 独立 的 数学 结构 的 “构造 与 研究 来 反映 客观 世界 的 量 性 规律 
性 的 。 

4。 形 式 数 学 理论 的 模式 真理 性 

与 非 形式 的 数学 理论 相 比 ， 形 式 数学 理论 的 主要 特点 是 在 
相应 的 数学 研究 中 我 们 完全 不 考虑 所 说 的 理论 是 否 具有 或 具有 什 
么 样 的 客观 意义 ， 而 只 是 从 纯 形式 的 角度 去 进行 研究 ， 即 把 形式 
数学 理论 看 成 是 所 谓 的 “假设 一 演绎 系统 >”， 在 其 中 我 们 所 研究 的 
主要 是 从 什么 样 的 前 提出 发 可 以 推出 什么 样 的 结论 。 显 然 ， 按 照 
这 样 的 理解 ， 事 实 上 我 们 就 完全 切断 了 数学 理论 与 客观 实在 的 联 
系 。 

就 形式 数学 理论 的 真理 性 问题 而 言 ,我 们 应 当 注 意 以 下 几 点 ， 

第 一 ， 从 历史 (或 认识 发 生 ) 的 角度 看 ， 大 部 分 形式 数学 理论 
都 通过 非 形式 数学 理论 的 转移 与 客观 实在 有 着 一 定 的 联系 。 这 种 
联系 可 能 是 较为 直接 的 ， 一 些 重要 的 形式 理论 ， 如 希 尔 伯 特 所 建 
立 的 形式 几何 理论 等 ， 即 是 以 相应 的 非 形式 理论 为 直接 背景 通过 
形式 抽象 得 到 建立 的 ， 这 种 联系 也 可 能 是 较为 间接 的 ， 一 些 形式 
理论 ， 如 非 欧 几何 的 理论 等 ， 并 不 具有 明显 的 直观 意义 (至 少 在 
当时 是 这 样 ), 而 是 以 已 建立 的 形式 理论 (或 非 形式 理论 ) 为 基础 通 
过 其 它 形式 的 数学 抽象 得 到 了 建立 。 但 是 ， 由 于 在 形式 的 数学 研 
究 中 我 们 完全 不 考虑 理论 所 可 能 具有 的 客观 意义 ， 因 此 ， 在 所 说 
的 意义 上 ， 形 式 数学 理论 的 直接 的 经 验证 实 (或 证 伪 ) 就 是 不 可 能 
的 。 

显然 ， 上 述 的 分 析 与 拉 卡 托 斯 关于 形式 数学 非 经 验 性 的 断言 
是 完全 一 致 的 ， 即 “没有 人 会 声称 数学 在 下 述 意义 上 是 经 验 的 , 它 
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的 潜在 的 证 伪 者 是 特 称 的 时 空 命题 ”而 这 事实 上 也 就 是 普 特 南 数 
学 哲学 理论 的 一 个 重要 缺陷 所 在 : 由 于 未 能 对 非 形式 数学 理论 与 
形式 数学 理论 作出 明确 的 区 分 ， 因 此 ， 尽 管 他 的 关于 数学 经 验 性 
(及 拟 经 验 性 ) 的 断言 可 以 看 成 对 非 形式 数学 理论 真理 性 的 正确 分 
析 ， 但 这 一 观点 却 不 能 由 非 形式 的 数学 理论 直接 推广 到 形式 的 数 
学 理论 。 另 外 ， 也 正 由 于 在 形式 的 数学 研究 中 我 们 完全 不 考虑 理 
论 所 可 能 具有 的 客观 意义 ， 因 此 ， 拉 卡 托 斯 所 说 的 “启发 式 证 伪 
者 ?也 就 不 可 能 是 真正 意义 上 的 “证 伪 者 ”。 这 就 如 同 拉 卡 托 斯 本 
人 所 已 认识 到 了 的 “启发 式 证 伪 者 归根 结 蒂 地 说 并 非 真正 意义 上 
的 证 伪 者 ， 它 并 不 证 伪 假 设 ， 而 只 是 建议 这 样 的 证 伪 一 一 这 种 建 
议 是 可 以 不 予 考 虑 的 。”(«A Renaissance of Empiricism in the Recent 
Philosophy of Mathematics», 载 «Mathematics, Science and Epistemolog- 
yy, 第 和 页.) 显然 ， 按 照 这 样 的 分 析 ， 事 实 上 我 们 也 就 不 可 能 通过 
证 伪 者 性 质 的 分 析 对 形式 数学 理论 的 真理 性 作出 进一步 的 说 明 ， 
而 这 也 许 就 是 拉 卡 托 斯 为 什么 未 能 对 (形式 ) 数 学 理论 的 性 质 作出 
彻底 分 析 的 一 个 原因 。 

第 二 ， 与 非 形式 的 数学 理论 一 样 ， 我 们 也 可 认为 形式 的 数学 
理论 定义 了 一 个 确定 的 数学 结构 ， 理 论 中 的 命题 则 可 署 威 关于 这 
一 结构 的 真理 ;但 是 ， 由 于 形式 与 非 形式 的 对 立 ， 在 两 者 之 间 又 
存在 着 以 下 的 重要 区 别 ，@ 由 于 非 形式 的 数学 理论 具有 明显 的 直 
观 背景 ,相应 的 数学 结构 就 可 看 成 客观 实在 结构 特性 的 抽象 反映 ， 
即 是 一 种 “已 给 出 的 ?结构 ， 与 此 相反 ， 由 于 形式 的 数学 理论 未 必 
具有 明显 的 直观 意义 ， 因 此 ,相应 的 数学 结构 就 只 能 说 是 一 种 “可 
能 的 ?结构 。@ @ 在 非 形式 的 数学 研究 中 ,我 们 是 以 客观 实在 为 直 


Q@ ”对 于 所 说 的 “可 能 的 数学 结构 ”必须 与 语言 暂 学 中 所 说 的 “可 能 世界 ”明确 地 
加 以 区 分 。 后 者 是 在 与 真实 世界 相对 立 的 意义 上 使 用 的 ， 这 也 就 是 说 ， 尽 管 所 说 的 
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观 背 景 进行 研究 的 ， 因 此 ， 尽 管 数 学 结构 在 形式 上 构成 了 数学 研 
究 的 直接 对 象 ， 但 是 ， 数 学 家 们 所 主要 关心 的 则 是 所 说 的 数学 结 
构 是 否 正确 地 反映 了 相应 的 客观 实在 的 问题 (如 前 所 述 ,这 也 就 是 
非 形式 数学 理论 经 验 真理 性 的 基本 意义 ); 与 此 想 反 ,由 于 在 形式 
的 数学 研究 中 我 们 完全 不 考虑 所 涉及 的 理论 是 否 具 有 或 具有 什么 
样 的 客观 意义 ， 因 此 ， 在 所 说 的 意义 上 ， 相 应 的 数学 结构 就 成 了 
独立 的 研究 对 象 ， 而 这 也 就 清楚 地 表明 了 我 们 应 对 形式 数学 理论 
的 真理 性 作出 与 非 形式 数学 理论 不 同 的 解释 。 

第 三 ， 以 上 面 的 讨论 为 基础 ， 我 们 可 以 对 形式 数学 理论 的 真 
理性 作出 如 下 的 进一步 分 术 : 

(1) 由 于 数学 理论 是 一 种 逻辑 构造 ， 因 此 ， 对 形式 数学 理论 
来 说 ， 首 要 的 问题 就 是 应 当 满 足 逻 辑 合理 性 的 要 求 ， 即 整个 理论 
在 逻辑 上 应 当 是 无 矛盾 的 。 一 般 地 说 ,只 有 一 个 理论 是 相 容 的 , 才 
能 被 认为 是 确定 了 一 个 可 能 的 数学 构造 。 

关于 形式 数学 理论 相 容 性 的 亚 未 在 理论 上 显然 是 完全 合理 
的 。 但 是 ， 从 实际 的 数学 研究 看 ， 这 一 要 求 却 既 非 必要 也 不 是 充 
分 的 。 所 谓 相 容 性 的 要 求 并 非 是 必要 的 ， 在 此 并 不 是 指 我 们 可 以 
轻易 地 置 理论 的 不 相 容 性 予 不 顾 (与 此 相反 ,无 论 就 形式 数学 理论 
或 是 就 非 形式 数学 理论 而 言 ， 一 旦 在 其 中 发 现 了 矛盾 [ 停 论 ]， 我 
们 就 应 对 此 进行 修正 或 改进 以 排除 矛盾 ) ,而 主要 是 指 在 大 多 数 的 
情况 下 数学 家 们 根本 不 关心 理论 的 相 容 性 问题 ， 这 不 仅 是 入 为 哥 
德尔 的 不 完全 性 定理 已 经 表明 对 于 足够 丰富 的 形式 数学 理论 来 
说 ， 严 格 意 义 上 的 相 容 性 证 明 是 不 可 能 的 ， 而 且 是 因为 数学 家 贷 
通常 对 自己 理论 的 合理 性 (进而 ， 相 容 性 > 有 着 充分 的 信念 ,另外 。 


“可 能 世界 "是 抽象 思维 的 产物 ， 但 是 ， 它 们 是 具有 (或 者 说 ， 曾 经 具有 ,成 为 真实 党 
界 的 可 能 性 的 ， 这 种 可 能 性 未 能 得 到 实现 ， 与 此 相反 , “可 能 的 数学 结构 ” 则 是 
在 与 “已 给 出 的 数学 续 构 "相对 罗 意 义 上 使 用 的 , 即 是 指 它们 并 不 具有 明显 的 客观 意 
义 ,但 无 论 黄 是 否 具 有 客观 意义 , 将 学 结构 都 不 可 能 是 如 同 真实 世界 那样 的 真实 存在 。 
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尽管 一 些 数学 家 在 某 些 场合 确 曾 表达 了 这 样 的 意见 ， 即 认为 相 容 
性 对 于 (形式 ) 数 学 研究 来 说 是 一 个 充分 的 条 件 。 如 柯 享 就 曾 指出 ， 
数学 是 一 种 纯粹 的 符号 游戏 ， 其 唯一 的 要 求 就 是 这 种 游戏 不 会 导 
致 了 矛盾 。( 可 参见 <Set Theory and the Continuum Hypothesis», New York， 
Amsterdam,1966 年 ， 第 154 页 .) 但 是 ， 就 实际 的 数学 研究 来 说 ， 数 学 
家 们 并 没有 真正 地 去 建立 各 种 (看 来 是 ) 相 容 的 数学 系统 ， 而 是 表 
现 出 了 明显 的 选择 性 。 这 种 选择 性 归根 结 蒂 地 说 是 由 数学 研究 的 
目的 性 所 决定 的 ， 而 这 也 就 表明 了 相 容 性 的 要 求 对 于 (形式 ) 数 学 
研究 来 涪 并 非 是 充分 的 。 

(2) 就 实际 的 数学 研究 而 言 ， 数 学 家 们 在 建立 新 的 形式 数学 
理论 时 ， 他 们 所 关注 的 主要 是 这 一 数学 构造 的 合理 性 问题 ， 即 相 
应 的 抽象 思维 活动 能 否 看 成 是 一 种 合理 的 数学 创造 ,一 般 地 说 , 正 
是 这 种 关于 数学 思维 合理 性 的 信念 使 他 们 确信 自己 所 建立 的 理论 
是 相 容 的 ， 同 时 也 使 数学 家 们 切实 地 感到 了 自己 工作 的 意义 。 

所 谓 数学 思维 的 合理 性 ， 归 根 结 蒂 地 说 ， 即 是 指 相 应 理论 的 
客观 真理 性 ， 即 这 一 理论 是 否 正确 地 反映 了 客观 世界 的 量 性 规律 
人 性， 而 后 者 则 又 主要 体现 在 这 一 理论 在 实际 活动 中 的 成 功 性 。 但 
是 ， 由 于 在 形式 的 数学 研究 中 我 们 是 完全 不 考虑 理论 所 可 能 具有 
的 客观 意义 的 ， 也 即 在 形式 上 完全 切断 了 数学 理论 与 客观 实在 的 
联系 ， 因 此 ,形式 数学 理论 的 合理 性 就 不 可 能 直接 建立 在 这 种 “经 
验 的 ”论据 之 上 。 

如 果 局 限于 形式 的 数学 研究 进行 分 析 的 话 ， 数 学 思维 的 合理 
性 事实 上 主要 建立 在 “ 拟 经 验 的 ?论据 之 上 一 一 应 当 注 意 ， 与 前 面 
所 提 及 的 非 形式 数学 理论 的 “ 拟 经 验 性 ?不 同 ， 这 里 所 说 的 “ 拟 经 
验 性 ”是 一 种 整体 性 的 概念 ,也 即 是 就 整个 理论 而 不 仅仅 是 就 其 中 
的 某 一 公理 (或 命题 ) 而 言 的 。 具 体 地 说 ， 这 也 就 是 指 形式 数学 理 
论 的 合理 性 主要 体现 在 它 对 于 数学 研究 所 具有 (或 可 能 具有 ) 的 认 
识 论 和 方法 论 的 意义 上 (对 此 可 统称 为 理论 的 “数学 意义 ”)， 如 
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这 一 理论 是 否 导 致 了 (或 可 能 导致 ) 认 识 的 发 展 和 深化 以 及 方法 论 
上 的 进步 等 。 例 如 ， 作 为 数学 理论 合理 性 的 标准 ， 很 多 数学 家 提 
出 了 “富有 成 果 性 ?和 “ 富 于 启示 性 ?的 概念 ， 而 这 主要 地 即 是 就 理 
论 的 数学 意义 进行 分 析 的 。 麦 克 兰 则 更 明确 地 提出 了 “广度 ,清晰 
度 、 深 度 ” 这 样 三 个 概念 。 他 写 道 :“ 为 了 使 抽象 沿 着 正确 方向 确 
切 地 前 进 ， 需 要 这 三 个 概念 ”具体 地 说 ,“ 一 个 数学 概念 的 广度 是 
指 这 个 概念 的 应 用 场合 的 多 样 性 ， 以 及 所 作 抽 象 的 确切 性 和 相关 
性 ， 它 也 提醒 人 们 ， 定理 的 推导 不 仅 受制 于 严密 性 ， 而 且 还 受制 
于 应 用 的 目的 和 抽象 的 起 源 "; “其 次 ， 抽 象 已 经 增加 了 对 表示 清 
晰 性 的 要 求 ， 如 果 研 究 的 对 象 是 抽象 的 ， 那 么 它 一 定 要 通过 精确 
而 抽象 的 描述 来 理解 ， 而 不 是 通过 它 的 直观 内 容 来 理解 ";， 第 三 ， 
“一 个 数学 概念 的 深度 涉及 到 这 样 一 种 途径 , 按 此 途径 这 个 概念 发 
展 成 待 解决 问题 所 基于 的 不 明显 但 更 基本 的 结构 和 概念 。”(《 数 学 
模型 》， 同 前 ， 第 54 页 。) 显然 ,这 三 个 概念 都 直接 涉及 到 了 形式 数学 
理论 的 合理 性 问题 。 另 外 ， 基 切 尔 在 《数学 知识 的 性 质 》 一 书 中 也 
曾 对 数学 活动 的 合理 性 问题 进行 了 分 析 。 他 指出 ， 以 下 的 各 种 思 
维 活 动 都 是 合理 的 : 一 般 化、 严格 化 .系统 化 (可 参见 第 5 章 )。 显 
然 ， 这 主要 地 也 是 从 认识 论 和 方法 论 的 角度 去 从 事 分 析 的 。 

为 了 更 清楚 地 说 明 问 题 ， 在 此 还 可 结合 在 数学 中 有 着 广泛 应 
时 的 弱 抽象 和 强 抽象 这 样 两 种 思维 活动 形式 来 进行 分 析 。 

所 谓 弱 抽 象 ， 也 即 通常 所 谓 的 “一 般 化 就 是 指 由 原型 (或 已 
建立 的 概念 和 理论 ) 中 选取 某 一 特征 (侧面 ) 加 以 抽象 ， 从 而 获得 
比 原 结构 更 为 广泛 的 结构 ， 而 原 结构 则 可 看 成 后 者 的 特例 。 例 如 ， 
由 各 种 具体 的 代数 结构 (例如 ， 各 种 数 系 ) 抽象 出 群 的 概念 就 可 看 
成 弱 抽 象 的 典型 例子 。 另 外 ， 所 谓 强 抽象 ,也 即 通常 所 谓 的 “特殊 
化 ?>， 则 是 指 通过 引入 新 特征 强化 原 结构 而 实现 抽象 ， 从 而 ,所 获 
得 的 新 结构 就 只 是 原 结构 的 特例 。 例 如 ， 由 群 的 概念 出 发 进而 去 
引出 环 和 域 的 概念 就 可 看 成 强 抽象 的 实际 例子 。 弱 抽象 与 强 抽象 
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在 形式 的 数学 研究 中 起 着 重要 的 作用 。 例 如 ， 在 现代 数学 研究 中 
有 着 重要 影响 的 布尔 巴 基 学 派 的 工作 在 一 定 意义 上 就 可 看 成 弱 抽 
象 与 强 抽象 的 自觉 运用 : 我 们 首先 通过 一 系列 的 弱 抽 象 获得 了 三 
种 最 基本 的 数学 结构 一 一 代数 结构 、 序 结构 和 拓扑 结 构 ， 然 后 ， 
由 这 三 种 * 母 结构 ”出 发 ， 又 可 通过 各 种 可 能 的 组 合 (“ 杂 交 ”) 去 得 
出 各 种 可 能 的 数学 结构 ， 也 即 所 谓 的 “ 子 结构 ”而 这 事实 上 就 是 
一 系列 的 强 抽 象 。 

与 各 个 具体 的 形式 数学 理论 相 比 ， 关 于 弱 抽 象 与 强 抽象 这 两 
种 思维 形式 合理 性 的 断言 显然 是 更 为 一 般 的 ， 那 么 ， 究 竟 什 么 是 
这 种 断言 的 依据 呢 ? 不 难看 出 ， 如 果 我 们 是 以 客观 实 在 (或 具有 
明显 直观 意义 的 非 形式 数学 理论 ) 为 原型 去 进行 ( 弱 ) 抽象 , 这 种 抽 
象 活动 的 合理 性 即 可 依据 客观 实在 与 抽象 理论 之 间 的 关系 得 到 说 
明 ,这 就 如 同 列宁 所 指出 的 ，“ 当 思维 从 具体 的 东西 上 升 到 抽象 的 
东西 ， 它 不 是 离开 
物质 的 抽象 ， 自 然 规律 的 抽象 ， 价 值 的 抽象 ， 一 句 话 ， 那 一 切 科 
学 的 (正确 的 、 郑 重 的 、 不 是 荒唐 的 ) 抽象 ， 都 更 深刻 、 更 正确 、 
更 完全 地 反映 着 自 然 。”"(《 哲 学 笔记 》, 人 民 出 版 社 ,1974 年 ,第 181 页 . ) 但 
是 ， 就 实际 的 数学 研究 而 言 ， 弱 抽象 与 强 抽象 往往 是 相互 渗 透 、 
密切 相关 的 ， 而 且 , 强 抽象 的 合理 性 显然 又 不 可 能 借助 于 “由 抽象 
的 规定 到 思维 中 的 具体 的 复归 ?得 到 简单 的 说 明 (因为 ， 在 数学 中 
入 们 并 不 是 [或 者 说 ， 并 不 仅仅 是 ] 在 严格 的 复归 意义 上 使 用 强 
抽象 的 ) ， 从 而 ， 总 的 来 说 ， 我 们 就 不 可 能 单纯 凭借 理 论 与 客观 
实在 的 联系 来 对 弱 抽 象 与 强 抽象 的 合理 性 作出 说 明 。 事 实 上 ， 正 
如 人 类 的 认识 是 在 特殊 与 一 般 的 辩证 运动 中 不 断 得 到 发 展 和 深化 
的 ， 弱 抽象 与 强 抽象 就 是 “从 特殊 到 一 般 、 再 由 一 般 到 特殊 "的 认 
识 规 律 在 数学 中 的 具体 表现 ， 从 而 ， 这 两 种 思维 运动 的 合理 性 主 
要 地 就 是 从 认识 论 的 角度 去 进行 分 析 的 结果 。 

、(3) 关于 形式 理论 数学 意义 的 分 析 显然 是 一 种 理性 的 考 虑 ， 
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除 此 以 外 ， 非 理性 的 因素 在 形式 的 数学 研究 也 有 着 十 分 重要 的 作 
用 。 

具体 地 说 ， 所 谓 非 理 性 的 因素 在 此 主要 是 指 直 党 的 判断 及 美 
学 的 标准 。 许 多 数学 家 都 曾 直 接 肯 定 非 理 性 的 因素 在 数学 研究 中 
的 作用 。 便 如 ,著名 数学 家 冯 “。 诺 意 曼 写 道 ,我 认为 数学 家 无 论 是 
， 选 择 题材 还 是 判断 成 功 的 标准 ,主要 地 都 是 美学 的 ;” 又 “数学 家 成 
功 与 否 和 他 的 努力 是 否 值得 的 主观 标准 ， 是 非常 自足 的 .美学 的 、 
不 受 (或 近乎 不 受 ) 经 验 的 影响 。”(《 数 学 家 》, 载 6 数 学 史 译 文集 》， 上 海 
科学 技术 出 版 社 , 1981 年 ,第 122、121 页 . ) 另 外 , 重 滨 逊 也 曾 写 道 , 这 是 
一 个 事实 ， 就 是 已 经 组 织 起 来 的 数学 世界 在 很 大 程度 上 是 按照 我 
们 关于 数学 美 及 纯粹 数学 的 重要 性 的 直觉 组 织 起 来 的 。”(《Forma- 
lism 64》，. 同 前 ， 第 235 页 。》 

由 于 直觉 在 数学 研究 中 有 着 十 分 重要 的 作用 ， 因 此 关于 数学 
直觉 的 分 析 及 如 何 培养 直觉 能 力 的 问题 就 是 数学 方法 论 研究 的 一 
个 重要 课题 ， 另 外， 尽管 数学 的 美感 具有 强烈 的 个 体 性 和 感情 色 
彩 ,但 数学 美 从 整体 上 说 又 并 非 什么 纯粹 主观 、 不 可 捉摸 的 东西 ， 
而 是 有 其 确定 的 客观 内 容 的 ， 我 们 并 可 通过 这 种 客观 内 容 的 分 析 
去 说 明 数 学 中 对 于 美的 追求 的 合理 性 。 对 于 所 有 这 些 我 们 将 在 第 
6 章 中 作出 专门 的 分 析 ， 在 此 则 将 仅仅 强调 这 一 点 :就 形式 的 数 
学 研究 而 言 ， 我 们 在 一 定 程度 上 可 以 单纯 凭借 直觉 (特别 是 审美 
直觉 ) 去 进行 判断 ， 从 而 ， 除 数学 意义 的 分 析 外 ， 我 们 就 获得 了 
又 一 种 (相对 ) 独立 的 、( 近 乎 ) 自足 的 判断 标准 。 7 

综 上 所 述 ， 由 于 形式 数学 理论 可 以 看 成 关于 (相对 ) 独立 的 数 
学 结构 (模式 ) 的 真理 ， 关 于 这 种 研究 的 意义 又 有 着 独立 的 、 自 足 
的 判断 标准 ， 因 此 ， 就 形式 数学 理论 的 真理 性 而 言 ， 我 们 就 应 引 
入 另 一 种 与 客观 真理 性 (现实 真理 性 ) 不 相同 的 概念 一 一 模式 真理 
性 。 

具体 地 说 ， 如 果 一 个 形式 数学 理论 代表 了 一 个 具有 丰富 数学 
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内 涵 或 直觉 意义 的 数学 结构 ， 这 一 理论 就 可 被 认为 具有 模式 真理 
性 。 

5。 教学 真理 的 层次 理论 

上 面 我 们 分 别 对 素 梓 的 数学 知识 、 非 形式 的 数学 理论 及 形式 
数学 理论 的 真理 性 进行 了 分 析 ， 由 于 数学 的 实际 发 展 早已 超出 了 
素 朴 的 水 平 ， 而 且 ,更 为 重要 的 是 ,现代 的 数学 研究 并 不 是 单纯 地 
在 非 形式 数学 理论 或 形式 数学 理论 的 范围 内 进行 的 ， 而 正 是 通过 
非 形式 研究 与 形式 研究 (相应 地 ， 应 用 数学 与 纯粹 数学 ) 的 相互 涌 
透 、 相 互 转化 才能 实现 自己 的 无 限 发 展 ， 因 此 ， 从 整体 上 说 ， 我 
们 就 应 同时 考虑 以 下 的 两 种 真理 性 ， 并 进而 建立 数学 真理 的 层次 
理论 。 

(1) 模式 真理 性 。 这 是 指数 学 理论 决定 了 一 个 确定 的 数学 结 
构 ， 这 一 理论 就 其 直接 形式 而 言 就 可 被 认为 是 关于 这 一 数学 结构 
的 真理 。 

(2) 客观 真理 性 (现实 真理 性 ) 。 这 是 指数 学 理论 是 对 于 客观 
世界 量 性 规律 性 的 正确 反映 (对 于 “ 量 "的 概念 ,我 们 将 在 第 三 节 中 
作 进一步 的 分 析 ) 。@ 

进而 ， 对 于 这 两 者 的 关系 ， 可 以 分 析 如 下 : 

第 一 ,由 于 数学 研究 的 最 终 目的 在 于 认识 (和 改造 ) 客 观 世 界 ， 
因此 ， 客 观 真理 性 与 模式 真理 性 相 比 就 更 为 重要 。 也 正 因为 此 ， 
如 果 一 种 数学 理论 始终 未 能 在 社会 实践 中 得 到 成 功 的 应 用 ， 也 并 
不 具有 明显 的 数学 意义 ， 那 么 ， 无 论 它 是 如 何 地 精致 ， 这 一 理论 
都 不 可 能 具有 强大 的 生命 力 ， 并 必然 地 会 出 现 发 展 的 停顿 ， 甚 至 
最 终 为 人 们 所 让 忘 ， 与 此 相反 ， 如 果 一 种 数学 理论 在 社会 实 跨 中 


@ 在 此 应 当 注意 “模式 真理 性 ”与 “内 部 真理 性 "的 区 分 ， 如 前 所 述 ， 内 部 真理 
性 是 就 理论 中 的 个 别 命题 而 言 的 ， 从 而 就 从 属于 整个 理论 真理 性 的 分 析 ， 而 模式 真 
理性 (及 客观 真理 性 ) 则 是 就 整个 理论 而 言 的 。 
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已 被 证 明 是 十 分 有 效 的 ， 那 么 ， 即 使 这 一 理论 存在 这 样 或 那样 的 
\ 缺 陷 或 弊病 ， 例 如 ， 已 被 证 明 是 不 相 容 的 ， 这 一 理论 在 一 定 意义 
上 仍 是 可 接受 的 ， 而 只 须 对 此 进行 必要 的 修正 和 改进 。 

第 二 ， 在 肯定 客观 真理 性 的 主导 地 位 的 同时 ， 我 们 又 应 清楚 
地 看 到 引进 独立 的 模式 真理 性 的 必要 性 和 重要 意义 。 事 实 上 ， 由 
上 面 的 分 析 可 以 看 出 ， 对 于 模式 真理 性 的 确认 在 一 定 意义 上 即 是 
对 于 数学 思维 “自由 性 ?的 肯定 ， 由 于 这 种 “自由 思维 ” 即 是 思维 
能 动 性 在 数学 中 的 具体 表现 ， 因 此 ， 就 具有 重要 的 认识 论 和 方法 
论 的 意义 。 另 外 。 从 更 深 的 层次 上 说 ， 对 于 模式 真理 性 的 确认 事 
实 上 即 是 体现 了 数学 的 另 一 种 属性 (功能 ) ， 即 数学 不 仅 是 一 门 科 
学 ， 而 且 也 是 一 种 文化 ， 而 又 正如 文学 、 艺 术 等 文化 形式 一 样 ， 
在 其 中 我 们 所 直接 涉及 的 正 是 人 类 自身 的 创造 物 。 

综 上 所 述 ， 数 学 的 真理 性 就 具有 一 定 的 层次 性 ， 即 

第 一 层次 : 模式 真理 性 ， 

第 二 层次 : 客观 真理 性 。 

最 后 ， 应 当 指出 ， 模 式 真 理性 事实 上 是 以 一 个 (相对 ) 独 立 的 
数学 世界 的 存在 性 为 必要 前 提 的 ， 因 此 ， 数 学 真理 性 问题 的 研究 
就 是 与 数学 本 体 论 与 认识 论 的 深入 分 析 直 接 相 联系 的 。 在 下 一 节 
中 我 们 就 将 对 模式 观 的 数学 本 体 论 及 模式 观 的 数学 认识 论 作出 介 
绍 一 一 正如 前 面 所 已 指出 的 ， 这 两 者 与 数学 真理 的 层次 理论 一 起 
构成 了 模式 观 的 数学 哲学 理论 的 主要 成 分 。 


4。2 ”模式 观 的 数学 本 体 论 与 
模式 观 的 数学 认识 论 


1。 问 题 的 提出 ， 
数学 的 本 体 论 问题 可 以 概括 地 表述 为 数学 对 象 能 否 看 成 一 
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种 独立 的 存在 ? 如 果 可 以 ， 这 是 一 种 仁 么 样 的 存在 ;如果 不行， 
则 又 应 当 怎 样 理 解数 学 研究 的 意义 ? 

如 果 局 限于 某 些 基本 的 数学 概念 去 进行 分 析 ， 上 述 问题 的 解 
答 似乎 是 不 难 找 到 的 。 第 一 ， 数 学 对 象 不 可 能 是 一 种 不 依赖 于 思 
维 的 独立 存在 。 例 如 ， 谁 兽 见 到 过 一 ， 我 们 只 能 见 到 某 一 个 人 、 
某 一 棵 树 、 某 一 间 房 屋 ， 而 决 不 会 见 到 作为 数学 研究 对 象 的 真正 
的 “一 ”( 注 意 ， 在 此 不 应 把 “一 ”的 概念 与 其 符号 相 混淆 ), 类 似 地 ， 
我 们 也 只 能 见 到 圆 形 的 太 阻 、 圆 形 的 车 轮 ， 而 决 不 会 见 到 作为 几 
何 研究 对 象 的 真正 的 “ 圆 ”在 此 也 必须 对 “ 圆 ”的 概念 与 纸 上 所 
画 的 圆 明 确 地 加 以 区 分 。 从 而 ， 就 如 恩格斯 所 指出 的 :“ 全 部 所 
谓 纯 数 学 都 是 研究 抽象 的 ， 它 的 一 切 数量 严格 说 来 都 是 想 银 的 数 
量 ,” 第 二 ， 尽 管 数 学 对 象 并 非 不 依赖 于 思维 的 独立 存在 ， 但 是 ， 
所 说 的 基本 概念 又 往往 具有 明确 的 客观 意义 。 钢 如 ，“ 一 ”的 概念 
就 是 所 有 单个 事物 在 数量 上 的 共同 反映 ;“ 圆 ”的 概念 则 集中 表现 
了 所 有 图 形 事物 在 (几何 ) 形式 上 的 共同 性 质 。 从 而 ， 这 也 就 如 
同 恩格斯 所 指出 的 “自然界 对 这 一 切 想象 的 数量 都 提供 了 原型 ， 
(《 自 然 大 证 法 》 《马克 思 恩 格 斯 选集 》 人 民 出 版 社 ，1966 年 ， 第 608、605 
页 。) 综 上 所 述 ， 我 们 在 此 就 可 引出 这 样 的 结论 ， 数 学 对 象 并 非 不 
依赖 于 思维 的 独立 存在 ， 而 是 抽象 思维 的 产物 ， 但 是 ， 它 们 又 有 
着 确定 的 客观 内 容 ， 即 是 思维 对 于 客观 事物 量 的 属性 的 反映 。 

应 当 指出 ， 古 希腊 的 亚 里 士 多 德 早 就 从 十 分 一 般 的 角度 对 数 
学 的 本 体 论 问题 进行 了 分 析 。 他 集中 讨论 了 所 谓 的 “分 离 问题 ， 即 
理念 究竟 存在 于 个 别 事物 之 中 ， 还 是 在 个 别 事物 之 外 与 个 别 事物 
相 分 离 的 独立 存在 ? 由 于 数学 对 象 在 柏拉图 学 派 那 里 也 被 认为 是 
一 种 理念 ， 因 此 ， 作 为 分 离 问 题 的 一 种 特殊 情况 ， 亚 里 士 多 德 就 
接触 到 了 数学 的 本 体 论 问题 。 亚 里 士 多 德 认为 ， 数 学 对 象 事实 上 
只 是 一 种 抽象 的 可 能 性 。 他 写 道 ， 数 学 中 一 般 的 命题 ， 它 们 是 研 
究 大 小 的 量 和 数 的 ， 但是， 它们 研究 的 大 小 和 数 ， 不 是 那些 我 们 


了 18 


可 以 感觉 到 的 、 占 有 空间 的 广 延性 的 、 可 分 的 大 小 和 数 ， 而 是 作 
为 某 种 特殊 性 质 的 大 小 和 数 ， 是 我 们 在 思想 中 将 它们 分 离开 来 进 
行 研究 的 。 正 是 在 这 样 的 意义 上 我 们 说 数学 对 象 是 存在 的 ， 但 这 
又 只 是 一 种 抽象 的 存在 ， 即 只 是 由 于 数学 家 的 抽象 思维 它们 才 得 
以 由 “潜在 的 ?转化 为 “现实 的 ”。( 可 参见 《形而上学 》, 商 务 印 书馆 ,1983 
年 ， 第 13 卷 , 第 三 章 。) 显 然 ， 亚 里 士 多 德 的 这 一 观点 与 上 面 所 引 
出 前 结论 是 基本 一 致 的 。 

那么 ， 数 学 的 本 体 论 问题 为 什么 仍然 在 数学 哲学 的 研究 中 占 
有 十 分 重要 的 地 位 ， 并 事实 上 成 为 现代 数学 哲学 研究 的 一 个 焦点 
呢 ? 我 们 认为 ， 这 里 存在 着 两 个 方面 的 原因 : 

首先 ,理论 本 身 存 在 一 定 的 缺陷 。 例 如 ,正如 前 面 所 已 指出 的 ， 
任何 稍 有 数学 经 验 的 人 都 有 这 样 的 体会 : 在 数学 中 我 们 所 从 事 的 
是 一 种 客观 的 研究 ， 但是， 如 果 数 学 对 象 只 是 抽象 思维 的 产物 ， 
而 抽象 思维 又 显然 属于 各 个 个 人 并 具有 一 定 的 任意 性 ， 那 么 ， 我 
们 就 应 怎样 来 解释 数学 研究 的 客观 性 (确定 性 ) 与 思维 活动 的 主观 
性 (任意 性 ) 的 矛盾 呢 ? 

其 次 ， 数 学 的 现代 发 展 也 带 来 了 新 的 问题 。 如 所 知 ， 数 学 现 
代 发 展 的 决定 性 特点 之 一 是 研究 对 象 的 极 大 扩充 ， 即 由 已 给 出 的 
(或 者 说 ， 具 有 明显 直观 背景 ) 的 量 的 关系 和 形式 扩展 到 了 可 能 的 
量 的 关系 和 形式 。 但 是 ， 人 们 却 无 法 对 这 些 “ 越 来 越 远离 自然 界 
的 、 似 乎 是 从 人 们 的 脑子 中 源源 不 断 地 涌现 出 来 的 概念 ”的 客观 
意义 作出 明确 的 解释 :特别 是 ， 现 代 的 基础 研究 已 经 表明 ， 间 接 
解释 的 方法 (化 归 的 方法 ?在 此 也 并 非 总 是 有 效 的 ,从 而 ,这 就 直接 
促进 了 关于 数学 本 体 论 问题 的 新 的 思考 。 

鉴于 上 述 的 理由 ， 在 数学 的 本 体 论 问题 上 出 现 一 些 更 为 极端 
的 立场 就 是 不 足 为 奇 的 了 。 其 中 最 重要 的 即 是 柏拉图 主义 与 形式 
主义 。 但 又 正如 第 二 章 中 所 已 指出 的 ,这 两 种 观点 又 都 具有 严重 的 
理论 困难 和 缺陷 ， 因 此 ， 我 们 就 必须 对 数学 的 本 体 论 问题 作出 更 
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为 深入 的 分 析 ， 而 这 首先 就 是 关于 数学 抽象 的 定性 分 析 。 


2。 数 学 抽象 的 定性 分 析 @ 

抽象 性 通常 被 认为 是 数学 的 一 个 基本 特性 。 例 如 ， 苏 联 著名 
数学 家 A. 玉 .亚历山大 洛 夫 就 曾 从 这 样 的 角度 对 数学 的 特点 进行 
过 分 析 。 他 写 道 “抽象 性 在 简单 的 计算 中 就 已 经 表现 出 来 ， 我 们 
运用 抽象 的 数学 , 却 并 不 打算 每 次 都 把 它 同 具体 的 对 象 联系 起 来 ， 
我 们 在 学 校 中 学 的 是 抽象 的 乘法 表 一 一 总 是 数字 的 乘法 表 ， 而 不 
是 男孩 的 数目 乘 上 苹果 的 数目 ， 或 者 苹果 的 数目 乘 上 苹果 的 价钱 
等 等 "又 , “同样 地 在 几何 中 研究 的 ,例如 ,是 直线 ,而 不 是 拉 紧 了 
的 绳子 ，…… ”(《 数 学 一 一 它 的 内 容 、 方 法 和 意义 》， 第 1 页，) 一 般 地 
说 ， 任 何 数学 对 象 都 是 抽象 的 概念 ， 从 而 ， 这 也 就 在 一 定 程度 上 
表明 了 数学 的 抽象 性 。 

但 是 ， 对 象 的 抽象 性 显然 并 非 数 学 的 特有 性 质 ; 恰 恰 相 反 ,每 
一 门 科学 事实 上 都 是 一 个 概念 的 系统 ， 而 概念 则 是 思维 对 于 客观 
实在 的 抽象 反映 。 这 也 就 如 列宁 所 指出 的 ;“ 认 识 是 人 对 自然 界 的 
反映 。 但 是 ， 这 并 不 是 简单 的 、 直 接 的 、 完 全 的 反映 ， 而 是 一 系 
列 的 抽象 过 程 ， 即 概念 、 规 律 等 等 的 构成 、 形 成 过 程 ,……”(& 哲 
学 笔记 》， 第 194 页 .) 从 而 ,为 了 深刻 地 揭示 数学 抽象 的 特殊 性 质 , 我 
们 就 必须 作 进 一 步 的 分 析 。 对 此 可 以 从 抽象 的 内 容 、 性 质 和 程度 
这 样 几 个 角度 来 进行 论述 。 

(1) 特殊 的 抽象 内 容 。 数 学 是 从 量 的 侧面 来 反映 客观 实在 的 。 
这 也 就 是 说 ， 在 数学 的 抽象 中 我 们 仅仅 保留 了 事物 的 量 的 属性 而 
完全 舍弃 了 它们 的 质 的 内 容 。 数 学 抽象 的 这 一 性 质 是 与 其 它 科学 
中 的 抽象 大 相 径 庭 的 。 首 先 ， 在 其 它 各 门 自然 科学 中 ， 我 们 所 主 


@ 在 第 六 章 中 我 们 还 将 从 方法 论 的 角度 对 数学 抽象 的 方法 论 原则 及 所 谓 的 “ 抽 
象 度 分 析 法 "作出 介绍 。 
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要 关注 的 是 质 的 问题 ， 而 不 是 事物 的 量 的 属性 。 其 次 ， 尽 管 在 其 
它 各 门 科学 中 也 广泛 用 到 了 量 的 分 析 ， 但 是 ， 这 种 定量 分 析 完全 
是 为 着 相应 的 质 的 研究 服务 的 。 从 而 ， 总 的 来 说 ， 特 殊 的 抽象 内 
容 就 是 数学 与 其 它 科 学 的 根本 区 别 所 在 。 也 正 是 在 这 样 的 意义 上 ， 
数学 就 可 被 定义 为 量 的 科学 。 

但 是 ， 应 当 强 调 的 是 ， 对 于 所 说 的 “ 量 ”， 我 们 必须 作 辩证 的 
理解 。 第 一 ， 作 为 量 和 质 这 一 哲学 基本 范畴 的 一 个 环节 ，“ 量 "这 
一 概念 具有 十 分 确定 的 意义 。 一 般 地 说 ， 事 物 的 量 的 规定 性 即 是 
指 事物 存在 与 发 展 的 规模 、 程 度 、 速 度 、 方 式 等 。 因 此 ， 在 这 一 
问题 上 的 任何 怀疑 论 或 不 可 知 论 的 观点 都 是 错误 的 。 第 二 ,“ 量 
并 非 是 一 个 静止 的 、 僵 化 的 概念 ， 恰恰 相反 ， 这 一 概念 是 随 着 人 
类 实践 的 发 展 不 断 地 发 展 和 演变 的 。 例 如 ， 从 历史 的 角度 看 ， 数 
和 形 曾 是 “ 量 ” 这 一 概念 的 两 个 基本 意义 一 一 正 因为 此 ， 就 有 如 下 
的 说 法 “数学 是 研究 数量 关系 和 空间 形式 的 科学 。” 但 是 ， 随 着 实 
践 的 发 展 ， 量 的 概念 已 经 突破 了 这 一 历史 的 局 限 性 ， 因 此 ， 如 果 
在 今天 仍然 机 械 地 去 坚持 .上 面 的 说 法 就 是 不 妥当 的 ,一 般 地 说 , 随 
着 实践 的 无 限 发 展 量 的 概念 必 将 展示 出 更 为 丰富 的 内 容 。 

(2) 数学 抽象 的 逻辑 性 质 。 这 是 指数 学 对 象 是 借助 于 明确 的 
定义 逻辑 地 得 到 “构造 的 "。 这 也 就 是 说 ， 无 论 所 说 的 对 象 是 否 具 
有 明显 的 客观 意义 ， 在 严格 的 数学 研究 中 我 们 都 只 能 依靠 所 说 的 
定义 去 进行 (演绎 ) 推 理 ， 而 不 能 求助 于 直观 。 

在 此 我 们 并 可 对 所 说 的 “逻辑 构造 "作出 如 下 的 区 分 。 第 一 
些 数学 对 象 是 借助 于 其 它 的 对 象 明 显 地 得 到 定义 的 ， 从 而 ， 它 们 
就 是 所 谓 的 “派生 概念 "。 例 如 ， 圆 就 可 以 定义 为 “到 定点 的 距离 
等 于 定 长 的 点 的 轨迹 "。 第 二 ， 那 些 更 为 基本 的 对 象 ,也 即 所 谓 的 
“初始 概念 >， 是 借助 于 相应 的 公理 系统 “隐藏 地 ?得 到 定义 的 。 例 
如 ， 如 果 一 个 理论 是 在 “假设 一 演绎 ”系统 的 形式 下 得 到 发 展 的， 
所 说 的 “假设 "(公理 ) 事 实 上 即 为 相应 数学 对 象 的 “ 隐 定 义 ”, 因 为 ， 
121 
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正 是 借助 于 这 些 假设 ， 所 说 的 对 象 才 得 到 了 “构造 ”。 

应 当 指 出 ， 数 学 对 象 的 “逻辑 构造 ? 正 是 数学 研究 由 素 朴 的 水 
平 上 升 到 理论 水 平 的 直接 表现 ， 而 又 只 有 后 者 一 一 这 是 与 建立 在 
直接 经 验 之 上 的 “归纳 命题 "相对 立 的 一 一 才能 被 认为 真正 的 数学 
知识 。 也 正 因为 此 ， 在 此 就 有 必要 引进 (量化 ) 模 式 的 概念 。 所 谓 
模式 ， 一 般 地 说 ， 即 是 指 抽象 的 数学 理论 ， 也 即 通常 所 说 的 数学 
结构 ， 特 殊 地 ， 如 果 一 个 数学 命题 是 以 某 一 抽象 的 数学 理论 为 背 
景 (或 者 说 ， 是 作为 某 一 抽象 数学 理论 的 组 成 部 分 ) 得 到 建立 (被 
接受 ) 的 ， 我 们 也 可 称 之 为 一 个 数学 模式 。( 模 式 的 概念 还 可 推广 
应 用 于 计算 方法 、 问 题 的 表述 方式 和 处 理 方法 等 。) 

由 于 在 严格 的 数学 研究 中 我 们 只 能 依靠 有 关 数 学 对 象 的 定 
义 ， 而 不 能 求助 于 直观 ， 因 此 ， 数 学 对 象 的 逻辑 定义 事实 上 就 是 
一 种 重新 构造 的 过 程 。 这 也 就 是 说 ， 数 学 并 不 是 对 于 客观 实在 的 
直接 的 反映 ， 而 是 一 种 间接 的 反映 。 从 而 ， 与 “数学 是 量 的 科学 ” 
这 一 大 大 简化 了 的 “定义 ” 相 比 ， 以 下 的 说 法 就 是 更 为 恰当 的 : 数 
学 是 通过 相对 独立 的 (数学 ?模式 的 建构 与 研究 来 反映 客观 世界 的 
量 性 规律 性 的 。 显 然 ， 这 也 就 更 为 清楚 地 表明 了 数学 与 其 它 科学 
的 不 同 之 处 。 

(3) 特殊 的 抽象 高 度 。 这 是 指数 学 抽象 所 达到 的 高 度 远 远 超 
出 了 其 它 科 学 中 的 一 般 抽 象 。 具 体 地 说 ， 尽 管 一 些 基 本 的 数学 概 
念 具有 明显 的 直观 意义 ， 但 是 ， 数 学 中 又 有 很 多 概念 并 非 建立 在 
对 于 真实 事物 的 直接 抽象 之 上 ， 而 是 较为 间接 的 抽象 的 结果 ， 即 
是 在 抽象 之 上 去 进行 抽象 ， 由 概念 去 引出 概念 。 例 如 ， 数 学 中 所 
谓 的 “理想 元 素 ”( 如 复数 、 无 穷 远 点 等 ) 就 是 这 样 的 典型 例子 。 另 
外 ， 就 现代 的 数学 研究 而 言 ， 这 种 高 度 的 抽象 性 又 突出 地 表现 在 
公理 化 方法 的 现代 发 展 ， 即 由 实质 的 公理 化 方法 到 形式 的 公理 化 
方法 的 发 展 上 : 在 形式 的 公理 系统 中 ， 公 理 已 不 再 是 关于 某 种 特 
定 对 象 的 “自明 ”的 真理 ， 而 只 是 一 种 可 能 的 假设 ,这 也 就 是 说 ,我 
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们 已 不 是 由 所 已 给 出 的 对 象 去 建立 相应 的 公理 系统 ， 而 是 借助 于 
所 谓 的 “假设 一 一 演绎 ”系统 来 从 事 可 能 的 对 象 的 研究 ， 从 而 ， 公 
理化 方法 的 这 一 发 展 事实 上 就 意味 着 数学 研究 对 象 的 极 大 扩 充 ， 
即 是 由 已 给 出 的 (或 者 说 ， 具 有 明显 直观 背景 ) 的 模式 扩展 到 了 可 
能 的 模式 。 


3。 模 式 观 的 数学 本 体 论 

(1) 依据 上 面 的 讨论 ， 即 可 对 数学 的 本 体 论 问题 作出 如 下 的 
进一步 分 析 : 

第 一 ， 数 学 以 模式 为 直接 的 研究 对 象 ， 而 模式 则 是 抽象 思维 
的 产物 。 

第 二 ， 由 于 模式 是 借助 于 明确 的 定义 逻辑 地 得 到 “构造 ”的 ， 
而 且 ， 在 严格 的 数学 研究 中 ， 我 们 又 只 能 依靠 所 说 的 定义 ， 而 不 
能 求助 于 直观 ， 因 此 ， 尽 管 某 些 数学 对 象 在 最 初 很 可 能 只 是 少数 
人 的 “发 明 创造 ">， 但 是 ， 一 旦 这 些 对 象 得 到 了 “构造 >， 就 立即 获 
得 了 确定 的 “客观 内 容 ?， 对 此 人 们 只 能 客观 地 加 以 研究 ， 而 不 能 
再 任意 地 加 以 改变 。 显 然 ， 数 学 抽象 的 这 种 迎 辑 特性 也 就 是 数学 
能 够 成 为 一 门 科学 的 一 个 必要 条 件 。 

第 三 ， 模 式 是 抽象 思维 的 产物 ， 但 又 并 非 是 对 于 客观 实在 的 
直接 、 消 极 的 反映 ， 而 是 一 种 抽象 (间接 )、 能 动 的 反映 。 因 为 , 首 
先 ， 概 念 的 形成 总 是 一 个 简单 化 (型 想 化 )、 粗 烽 化 、 僵 化 的 过 程 。 
即 如 列宁 所 说 ,如 果 不 把 连续 的 东西 割断 ， 不 使 活生生 的 东西 简 
单 化 、 粗 糙 化 ， 不 加 以 割 碎 ， 不 使 之 介 化 ,那么 我 们 就 不 能 想象 、 
表达 、 测 量 、 描 述 运动 。 思 维 对 运动 的 描述 总 是 粗糙 化 、 优 化 ,不 
仅 思 维 是 这 样 ， 而 且 感 觉 也 是 这 样 ; 不仅 对 运动 是 这 样 ， 而 且 对 
任何 概念 也 都 是 这 样 。”(《 折 学 笔记 >》， 第 285 页 . ) 因 此 ,数学 对 象 的 多 
辑 定义 就 是 一 种 “重新 构造 ?的 构造 ， 而 并 非 对 于 客观 实在 的 直接 
反映 。 其 次 , 正 由 于 数学 对 象 的 逻辑 构造 在 一 定 意义 上 就 意味 着 与 
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真实 的 脱离 ， 因 此 ， 这 也 就 为 思维 的 包 造 性 活动 提供 了 极 大 的 自 
由 性 。 例 如 ， 正 如 前 面 所 已 提 及 的 ， 数 学 的 研究 对 象 就 由 于 公理 
化 方法 的 现代 发 展 得 到 了 极 大 的 扩充 ， 即 由 “已 给 出 的 ?模式 扩展 
到 了 "可 能 的 ?模式 。 显 然 ， 数 学 思维 的 这 种 “自由 性 ?也 就 表明 了 
我 们 不 能 绝对 地 去 肯定 任何 一 种 具体 的 数学 理论 的 客观 意义 〈 客 
观 真理 性 )。 事 实 上 ， 如 果 我 们 不 断 地 由 概念 去 引出 概念 ， 在 抽象 


之 上 去 进行 抽象 ， 最 终 就 有 可 能 因 完 全 脱离 实际 而 走向 荒 雇 ， 这 


正 是 悖 论 的 发 现 所 给 予 我 们 的 重要 启示 。 

第 四 ， 列 宁 曾 经 指出 ,“ 人 的 概念 就 其 抽象 性 、 隔 离 性 来 说 
是 主观 的 ， 可 是 就 整体 、 过 程 、 总 和 、 趋 势 、 泉 源 来 说 却 是 客观 
的 。?(《 哲 学 笔记 》， 第 223 页 .) 类 似 地 ,尽管 我 们 不 能 以 一 种 直接 、 简 
单 的 形式 去 肯定 每 一 种 数学 理论 的 客观 意义 ;但 是 ， 由 于 理论 研 
究 的 最 终 目的 在 于 应 用 ， 而 且 ， 从 历史 (或 认识 发 生 ) 的 角度 看 ， 
形式 的 数学 理论 又 往往 通过 非 形式 数学 理论 的 “过 渡 ” 与 客观 实在 
有 着 较为 直接 或 间接 的 联系 ， 因 此 ， 我 们 也 就 应 当 在 同样 的 意义 
上 肯定 数学 的 客观 性 ， 即 就 整体 、 过 程 、 总 和 、 趋 势 .泉源 来 说 ， 
数学 是 对 于 客观 世界 量 性 规律 性 的 反映 。 

最 后 ， 由 于 数学 模式 具有 确定 的 “客观 内 容 ”， 这 种 内 容 又 
不 可 能 借助 与 真实 世界 的 联系 得 到 直接 、 简 单 的 说 明 ， 因 此 ， 这 
些 模式 就 构成 了 与 真实 世界 不 相同 的 另 一 类 独立 的 存在 ;另外 ,又 
由 于 模式 是 抽象 思维 的 产物 ， 而 且 ， 就 整体 、 过 程 . 总 和 、 趋 势 、 
泉源 而 言 又 与 真实 世界 有 着 必然 的 联系 ， 因 此 ， 我 们 就 不 应 把 数 
学 对 象 看 成 完全 独立 的 存在 ， 而 应 注意 它们 与 真实 世界 及 思维 活 
动 之 间 的 辩证 关系 。 

上 述 各 点 即 为 建立 模式 观 的 数学 本 体 论 提供 了 必要 的 基础 。 

(2) 为 了 对 数学 的 本 体 论 问题 作出 更 为 明确 的 解答 ， 可 以 借 
助 于 波 普 尔 的 世界 3 理论 来 进行 表述 。 下 面 先 对 这 一 理论 作 一 简 
要 的 介绍 。 
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如 前 所 述 ， 波 普尔 是 现代 科学 哲学 的 主要 代表 人 物 之 一 。 然 
而 ,他 的 哲学 研究 又 并 不 仅 限于 科学 哲学 ,而 是 对 一 般 哲学 乃至 政 
治 哲学 都 进行 了 广泛 、 深 入 的 研究 。 就 本 体 论 的 范围 而 言 ， 波 普 
尔 的 一 项 重要 工作 就 是 开展 起 了 著名 的 三 个 世界 的 理论 。@ 

具体 地 说 ， 波 普尔 认为 ， 宇 窗 的 发 展 是 一 个 包含 了 突变 的 进 
化 过 程 ,从 而 就 具有 明显 的 层次 性 ,也 即 可 以 区 分 出 如 下 的 三 个 世 
界 ，@ 物理 世界 层次 ， 亦 可 简称 为 世界 1，@ 精神 世界 层次 , 包 
括 意识 状态 、 心 理 素质 和 无 意识 状态 ， 可 称 为 世界 2，@ 思想 内 
容 的 世界 ， 即 是 指 思想 的 客观 内 容 ， 这 也 就 是 所 谓 的 世界 3 。 

对 于 世界 1 和 世界 2 ， 人 们 是 较为 熟悉 的 〈 除 去 新 术语 的 使 
用 外 )， 而 所 谓 的 世界 3 则 应 当 说 是 一 个 较 新 的 概念 。 波 普尔 曾 
对 世界 3 的 性 质 作 了 如 下 的 说 明 : 

第 一 ， 由 于 世界 3 即 是 指 思想 的 客观 内 容 ， 因 此 ， 这 就 不 应 
被 认为 是 一 种 不 依赖 于 思维 的 独立 存在 ， 但 是 ， 即 如 我 们 可 以 自 
由 地 去 谈 及 “理论 自身 ”、“ 问 题 自身 ”、“ 论 证 自身 ”一 样 ， 在 一 
定 条 件 下 我 们 也 可 切断 世界 3 与 世界 2 的 联系 而 谈 及 一 个 独立 的 
世界 3 。 显 然 ， 这 也 就 是 关于 三 个 世界 划分 的 最 基本 内 容 。 

第 二 ,语言 为 思想 客观 内 容 的 相对 独立 提供 了 必要 的 外 在 ( 物 
质 的 ) 形 式 。 

第 三 ， 尽 管 世界 3 是 人 类 思维 活动 的 产物 ， 但 是 ， 这 种 创造 
性 活动 又 必然 会 产生 未 曾 预 料 的 副产品 , 如 新 的 未 曾 预料 的 事实 ， 
新 的 未 曾 预 料 的 问题 等 等 。 从 而 。 思 想 的 客观 内 容 在 借助 于 语言 
“外 化 ?为 世界 3 的 对 象 后 又 构成 了 新 的 认识 活动 的 对 象 ， 而 这 种 


@ 在 访 英 期 间 ， 笔 者 曾 两 次 拜访 耳 波 普尔 明 士 。 在 交谈 中 波 普 尔 遗 钼 地 指 出 ， 
他 的 世界 3 理论 尚未 得 到 尽 够 的 重视 。 笔 者 认为 ， 波 普尔 的 这 一 说 法 是 有 一 定 道 理 
的 ， 因 为 ， 世 界 3 理论 中 的 确 还 有 很 多 地 方 值得 人 们 作 进一步 的 思考 和 研究 。 以 下 的 
论述 就 可 看 成 这 一 方向 上 的 一 个 努力 。 
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认识 活动 则 主要 是 一 种 发 现 ， 而 并 非 是 创造 的 活动 。  . 

(3) 由 于 前 面 的 讨论 已 经 表明 数学 对 象 在 本 体 论 问题 上 具有 
如 下 的 性 质 : 数学 模式 就 其 自身 而 言 并 非 真 实 的 存在 ， 而 是 抽象 
思维 的 产物 ， 但 是 ， 它 们 又 有 着 确定 的 客观 内 容 ， 并 事实 上 构成 
了 数学 研究 的 直接 对 象 ， 因 此 ， 如 果 采 用 波 普尔 的 语言 的 话 ， 我 
们 就 可 以 说 ， 数 学 对 象 即 是 世界 3 中 的 独立 存在 。 

但 是 ， 我 们 又 应 明确 地 指出 在 “数学 世界 ”与 波 普尔 的 世界 3 
之 间 所 存在 的 重要 区 别 ， 

第 一 ， 波 普尔 曾 把 自己 的 世界 3 笼统 地 描述 为 “ 没 有 认识 主 
体 的 知识 ”， 认 为 其 中 包含 了 理论 、 问 题 、 论 证 、 猜 想 等 各 种 成 
分 ， 从 而 ， 这 就 是 一 个 “大 杂烩 ? 式 的 世界 ， 即 与 物理 世界 是 很 不 
相同 的 。 然 而 ， 在 数学 世界 与 物理 世界 之 间 却 具有 一 种 明显 的 对 
称 性 ， 两 者 的 基本 成 分 分 别 为 数学 对 象 和 物理 对 象 ， 数 学 及 一 般 
科学 则 分 别 为 关于 各 自 对 象 ( 及 其 联系 ) 的 真理 ， 我 们 甚至 可 以 在 
近乎“ 对称 ”的 意义 上 去 谈 及 数学 直觉 与 感性 知觉 的 类 比 : 


感性 知觉 
| 物理 对 象 上 Se | 一 Rw 和 知识 | 
数学 直觉 
对 条 | 一 -| 学 知识 


第 二 ， 前 面 的 分 析 已 经 清楚 地 表明 了 数学 模式 的 逻辑 性 质 ， 
这 也 就 是 数学 对 象 与 世界 3 中 其 它 对 象 的 一 个 根本 区 别 一 一 事实 
上 ， 波 普尔 并 未 对 世界 3 中 一 般 对 象 的 性 质 作出 明确 的 说 明 ,而 只 
是 指出 思想 的 客观 内 容 借助 于 语言 形式 转化 成 3 世界 3 中 的 独立 
对 象 。 但 是 ， 由 于 这 里 存在 有 个 体 与 群体 的 对 立 ， 通 常 使 用 的 自 
然 语言 又 具有 明显 的 局 限 性 (不 规则 性 、 含 糊 性 )， 因 此 ， 这 些 对 
象 事实 上 不 可 能 成 为 精确 科学 的 研究 对 象 。 

鉴于 上 述 的 分 析 ， 在 此 就 有 必要 引进 一 个 独立 的 数学 世界 的 
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概念 ， 进而 ,对 数学 的 本 体 论 问 题 则 就 可 以 作出 如 下 的 明确 解答 ， 

@ 数学 对 象 是 数学 世界 中 的 独立 存在 。 

@ 数学 世界 是 抽象 思维 的 产物 ， 数 学 对 象 是 借助 于 明 确 的 
定义 逻辑 地 得 到 “构造 "的 。 也 正 因 为 此 ， 数 学 对 象 就 具有 确定 的 
“客观 内 容 ?， 并 构成 了 数学 研究 的 直接 对 象 。 

这 就 是 模式 观 的 数学 本 体 论 。 

4。 模 式 观 的 数学 认识 论 

下 面 再 对 数学 的 认识 论 问题 作 一 分 析 。 

(1) 上 面 的 讨论 已 经 表明 ， 相 对 于 一 般 的 科学 研究 而 言 ， 数 
学 的 认识 活动 具有 一 定 的 特殊 性 。 这 主要 指数 学 家 是 通过 模式 的 
建构 并 以 模式 为 直接 对 象 来 从 事 研究 的 ， 而 不 是 对 于 客观 实在 量 
性 规律 性 的 直接 反映 。 正 因为 此 ， 我 们 也 就 可 以 更 为 具体 地 把 数 
学 “定义 ?为 这 样 一 门 学 科 : 在 数学 中 我 们 是 通过 模式 的 建构 、 并 
以 模式 为 直接 对 象 来 从 事 客观 世界 量 性 规律 性 的 研究 的 。 

(2) 由 于 数学 模式 是 抽象 思维 的 产物 ， 思 维 活动 又 总 是 按照 
一 定 的 模式 进行 的 ， 因 此 ,在 所 说 的 意义 上 ,外 在 的 数学 模式 就 可 
看 成 内 在 的 思维 窟 动 模式 的 直接 表现 .就 数学 的 认识 论 问 题 而 言 ， 
以 下 的 事实 是 特别 重要 的 ， 即 不 同 的 思维 运动 可 能 (也 必然 ) 会 导 
致 不 同 的 量化 模式 。 例 如 ,无 限 观 的 不 同 就 直接 导致 了 关于 无 限 的 
不 同 的 数学 模式 ， 如 直 党 主义 的 潜 无 限 模式 ， 康 托 的 实 无 限 模式 
等 , 正 因为 不 同 的 数学 模式 即 是 不 同 的 思维 运动 模式 的 直接 表现 ， 
对 不 同 的 、 甚 至 是 互相 对 立 的 数学 理论 我 们 就 不 能 轻易 地 采取 绝 
对 肯定 或 绝对 否定 的 态度 。 事 实 上 ， 由 前 面 的 讨论 已 经 知道 ， 数 
学 对 象 的 逻辑 定义 即 是 一 种 “重新 构造 "的 过 程 ， 即 其 中 必定 包含 
了 对 真实 的 脱离 ， 进 而 ， 数 学 理论 的 实际 应 用 也 必然 地 包含 了 币 
象 的 过 程 ， 即 是 一 种 近似 的 应 用 。 因 此 ， 我 们 就 不 能 依据 理论 在 
实际 中 的 应 用 对 其 现实 真理 性 作出 绝对 肯定 或 绝对 否定 的 判断 。 
毋 宁 说 ， 数 学 理论 的 现实 真理 性 只 是 一 个 相对 的 概念 ， 在 不 同 的 
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理论 之 闻 也 仅 有 程度 上 的 差异 。 一 般 地 说 ， 任 何 一 种 直接 或 间接 
地 建立 在 对 于 客观 实在 合理 抽象 之 上 的 数学 理论 都 具有 一 定 的 现 
实 真理 性 ， 同 时 也 必然 具有 一 定 的 局 限 性 ， 因 此 ， 我 们 就 不 能 采 
取 绝 对 肯定 或 绝对 否定 的 态度 。 

(3》 波 普尔 曾经 提出 :“ 我 所 认为 特别 重要 的 ， 并 不 是 世界 3 
单纯 的 自治 性 …… (而 ) 是 我 们 自身 与 我 们 作品 之 间 的 关系 ， 以 及 
我 们 可 以 由 此 而 获得 的 东西 。” («Objective Knowledge»， 第 147 页 .) 
我 们 也 可 从 这 样 的 角度 对 数学 的 认识 论 问 题 作出 如 下 的 进一步 分 
析 ， 

由 于 数学 世界 可 以 被 认为 另 一 类 独立 的 存在 ， 而 这 种 相对 独 
立 的 数学 世界 则 又 为 数学 研究 提供 了 直接 的 工作 对 象 ， 因 此 ， 在 
一 定 的 限度 内 ， 数 学 的 认识 就 可 单纯 凭借 世界 2 与 世界 3 之 间 的 
相互 作用 得 到 发 展 和 深化 。 具 体 地 说 ， 这 首先 是 对 于 已 建立 的 数 
学 结构 的 深入 研究 。 这 种 研究 主要 是 逻辑 性 的 ， 也 即 是 由 已 获得 
的 结论 (及 有 关 的 定义 ) 去 演绎 出 新 的 定理 ， 另 外 ， 这 种 新 的 认识 
活动 也 可 能 建立 在 所 谓 的 数学 直觉 之 上 一 一 然而 ,应 当 注 意 的 是 ， 
我 们 必须 对 这 里 所 说 的 数学 直觉 与 前 面 所 提 及 的 关于 理论 数学 意 
义 的 直觉 的 判断 (诸如 审美 直觉) 明确 地 加 以 区 分 。 事 实 上 ， 正 如 
前 面 已 指出 的 ， 在 数学 世界 与 物理 世界 之 间 可 以 认为 存在 有 某 种 
“对 称 ? 关 系 ， 而 这 里 所 说 的 数学 直觉 则 就 是 指 对 于 数学 模式 的 直 
接 的 、 非 逻辑 的 认识 ,从 而 ,与 感性 知觉 一 样 ， 它 也 代表 了 认识 主 
体 与 认识 对 象 之 间 的 联系 的 一 个 方面 。 当 然 ， 由 于 数学 对 象 并 非 
真实 世界 中 的 存在 ， 所 说 的 数学 直觉 就 不 可 能 建立 在 感觉 器 官 的 
功能 之 上 ， 但 是 ,人 们 具有 这 样 的 直觉 能 力 是 无 足 为 奇 的 ， 因 为 ， 


”现实 真理 的 相对 性 号 然 更 为 清楚 地 表明 了 引进 模式 真理 性 的 必 要 性 ， 而 后 
痢 则 是 以 一 个 (相对 ) 独立 的 数学 世界 的 存在 性 为 必要 前 提 的 ,由 此 可 见 ， 数 学 真理 的 
民 次 理论 及 模式 观 的 数学 本 体 论 ( 及 认识 论 ) 是 密切 相关 、 互 相依 赖 的 * 
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数学 模式 本 身 就 是 思维 的 产物 ， 从 而 ， 在 此 所 需要 的 就 仅仅 是 使 
“外 化 ?了 的 对 象 重新 成 为 思维 的 内 在 成 分 ， 并 建立 起 相应 的 “ 形 
象 "( 关 于 数 学 直觉 我 们 将 在 第 6 章 中 作出 进一步 的 分 析 ) 。 综 上 
所 述 ， 数 学 的 认识 可 以 单纯 凭借 演绎 和 直觉 得 到 一 定 发 展 的 事实 
就 得 到 了 解释 。 
其 次 ， 我 们 又 可 以 以 已 建立 的 概念 和 理论 作为 党 材 "去 从 事 
新 的 创造 活动 。 例 如 ,我 们 可 以 以 已 建立 的 理论 或 概念 为 基础 通过 
弱 抽象 或 强 抽象 去 建立 新 的 更 为 一 般 或 较为 特殊 的 理论 和 概念。 
显然 ， 这 种 新 的 创造 活动 反 过 来 则 又 极 大 地 丰富 了 数学 世界 的 内 
容 ， 从 而 为 认识 活动 的 进一步 深入 和 发 展开 辟 了 新 的 可 能 性 。@ 
最 后 ， 应 当 指出 的 是 ， 数 学 世界 对 于 人 们 的 认识 活动 还 具有 
一 定 的 规范 和 调节 的 作用 (对 此 波 普尔 称 之 为 世界 3 对 于 世界 2 的 
“反馈 作用 ”) 。 具 体 地 说 ， 除 去 所 已 提 及 的 由 内 在 的 思维 运动 
模式 向 外 在 的 数学 模式 的 转化 外 ,也 还 存在 有 相反 方向 上 的 运动 。 
这 就 是 说 ， 一 个 数学 模式 在 得 到 建立 以 后 ， 如 果 被 证 明 是 十 分 有 
效 的 话 ， 就 会 为 大 多 数 人 所 接受 并 成 为 整个 思维 模式 的 一 个 有 机 
组 成 部 分 。 例 如 ， 关 于 时 间 的 直线 型 模型 就 是 一 个 典型 的 例子 。 
一 般 地 说 ， 数 学 即 是 对 于 模式 的 研究 ， 而 思维 运动 又 总 是 按照 一 
定 的 模式 进行 的 ， 因 此 ， 我 们 也 就 应 当 充分 肯定 数学 研究 的 普遍 
的 认识 论 意 义 ( 对 此 在 第 三 节 中 我 们 还 将 结合 碌 德 与 怀特 海 的 有 
关 观 点 作 进一步 的 讨论 ) 。 
(4) 由 于 模式 观 的 数学 本 体 论 与 柏拉图 主义 有 着 重要 的 区 别 ， 


@ 由 此 可 时 。 传 统 的 认识 公式 就 是 一 个 过 分 简化 了 的 错 式 
ET ET ee EET Ym EU ee 
四 为， 上面 区 分 析 已 经 济 楚 地 玫 明 ， 在 一 定 的 条 件 下 ,数学 的 认识 也 可 能 单纯 于 伴 世 
et 
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又 由 于 对 于 数学 现实 真理 性 与 模式 真理 性 的 肯定 即 是 对 于 数学 经 
验 性 与 拟 经 验 性 的 强调 ,因此 ,这 里 所 倡导 的 模式 观 的 数学 认识 论 
就 是 与 先 验 论 的 数学 观 (无 论 就 柏拉图 主义 的 先 验 论 、 或 是 就 分 
析 真 理论 而 言 ) 直 接 相对 立 的 。 当 然 ， 在 此 我 们 .又 应 明确 地 反对 
狭隘 经 验 论 的 观点 。 事 实 上 ， 前 面 的 讨论 已 经 表明 ， 数 学 的 认识 
可 以 独立 于 社会 实践 得 到 一 定 的 发 展 ， 在 一 定 限度 内 我 们 也 可 以 
单纯 赁 备 直觉 去 对 理论 的 数学 意义 作出 判断 ， 因 此 ， 我 们 就 可 在 
相对 的 意义 上 去 谈 及 数学 的 先 验 性 ， 但 是 这 种 先 验 性 又 显然 不 能 
被 等 同 于 数学 在 整体 上 的 先 验 性。 


4.3 比较 与 分 析 


上 面 我 们 已 对 模式 观 的 数学 哲学 理论 作 了 介绍 ， 在 这 一 节 中 
将 对 这 一 观点 与 其 它 观 点 进行 对 照 和 比较 ， 这 不 仅 有 益 于 更 好 地 
理解 模式 观 的 数学 哲学 理论 ， 而 且 也 将 表明 其 它 各 种 观点 的 错误 
或 局 限 性 。 

1。 数 学 对 象 的 构造 性 

上 面 关 于 数学 本 体 论 问 题 的 分 析 明 确 肯 定 了 数学 对 象 的 思维 
构造 性 ， 即 认为 数学 模式 并 非 不 依赖 于 思维 的 独立 存在 ， 面 是 抽 
象 思维 的 产物 ， 由 于 直 党 主义 者 (更 一 般 地 说 ， 就 是 构造 主义 者 
也 曾 突出 地 强调 数学 对 象 的 构造 性 ， 因 此 ， 为 了 正确 地 把 握 模式 
观 的 数学 哲学 理论 ， 首 先 就 必须 清楚 地 看 到 在 这 一 观点 与 直 党 主 
义 的 数学 观 之 间 所 存在 的 重要 区 别 。 . 

(1) 模式 观 的 数学 哲学 理论 明确 地 肯定 了 数学 理论 的 客观 意 
义 : 尽管 数学 命题 就 其 直接 形式 而 言 是 关于 世界 3 中 数学 结构 的 
真理 ， 但 是 ， 就 整体 、 过 程 、 总 和 、 趋 势 、 泉 源 来 说 ， 数 学 理论 
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又 有 着 确定 的 客观 内 容 ， 基 是 对 于 客观 世界 量 性 规律 性 的 反映 。 
与 此 相反 ， 直 党 主义 者 则 完全 否定 了 数学 的 客观 意义 。 如 直 党 主 
义 的 主要 代表 人 物 之 一 黑 本 (A.Heyting) 就 曾 这 样 写 道 ,“ 数 学 思 
想 的 特性 在 于 它 并 不 传达 关于 外 部 世界 的 真理 ， 而 只 涉及 心智 的 
构造 。”(«Intuitionism; An Introduction>， Amsterdam: North-Hollan~ 
d，1956 年 ,第 8 页 .) 这 样 ,数学 与 客观 实在 的 联系 就 完全 被 切断 了 。 

(2) 模式 观 的 数学 哲学 理论 并 未 对 数学 的 抽象 思维 作出 任何 
人 为 的 限制 ， 而 直觉 主义 者 则 突出 强调 了 构造 的 “能 行 性 ” (在 直 
党 上 的 “可 信 性 ?), 从 而 对 实 无 限 的 概念 和 方法 采取 了 绝对 否定 的 
态度 ， 并 事实 上 造成 了 数学 的 “支离破碎 ”。 这 就 如 同 黑 丁 所 说 : 
“必须 把 由 于 直觉 主义 的 反对 而 造成 的 数学 的 支离破碎 , 看 成 我 们 
的 观点 的 一 个 不 可 避免 的 推论 ”。( 同 上 ,第 10 页 .) 

(3) 模式 观 的 数学 哲学 理论 同时 强调 了 数学 对 象 在 形式 上 的 
相对 独立 性 , 即 明 确 承 认 一 个 相对 独立 的 数学 世界 的 存在 性 ;而 直 
觉 主义 则 由 于 把 思维 活动 与 语言 形式 绝对 地 对 立 起 来 而 否定 了 数 
”学 对 象 由 内 在 的 思维 构造 向 外 部 的 独立 存在 转化 的 可 能 性 。 例 如 ， 
黑 丁 就 曾 断 言 “我 的 数学 思想 属于 我 个 人 的 智力 生活 ， 并 限于 我 
个 人 的 思想 ……” (同上, 第 8 页 。) 显 然 , 如 果 采 取 这 样 的 立场 ,最 
终 将 不 可 避免 地 导致 “数学 唯 我 主 义 " 和 “数学 神秘 主义 ”， 而 这 是 
与 数学 的 科学 性 直接 相抵 触 的 。 

综 上 所 述 ， 模 式 观 的 数学 哲学 理论 与 直觉 主义 的 数学 观 就 是 
大 相 径 庭 的 。 

其 次 ， 由 下 面 的 例子 可 以 看 出 在 “逻辑 构造 "与 一 般 的 抽象 之 
间 所 存在 的 重要 区 别 ， 

集合 论 的 创建 者 康 托 曾 对 “集合 的 基数 ?这 一 概念 作 了 如 下 的 
解释 ， 

“所 谓 集合 M 的 基数 或 势 ， 我 是 指 这 样 的 一 般 概 念 或 一 般 性 
质 ， 它 们 是 通过 由 集合 的 元 素 中 抽 去 它们 的 性 质 以 及 元 素 间 所 可 
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能 具有 的 联系 (特殊 地 ， 次 序 关系 ) 而 获得 的 。” 

显然 ， 康 托 的 这 一 段 话 清楚 地 表明 了 基数 概念 的 直 观 背景 ， 
即 这 是 两 次 抽象 的 结果 ， 其 中 我 们 分 别 抽 去 了 元 素 的 性 质 及 元 素 
之 闻 的 次 序 关 系 ( 正 因为 此 ， 康 托 就 用 轩 表 示 集 合 M 的 基数 ) ; 然 
而 ， 又 如 弗 雷 格 所 指出 的 ， 如 果 仅 仅 停留 在 这 种 ( 素 朴 ) 水 平 上 的 
话 ， 我 们 是 无 法 进行 严格 的 数学 研究 的 。 因 为 ， 抽 象 的 概念 是 极 
不 精确 的 ， 从 而 ， 即 使 是 由 同一 个 对 象 出 发 ， 不 同 的 人 也 可 能 通 
过 抽象 而 获得 不 同 的 概念 。 例 如 ， 弗 雷 格 指出 ， 今 设想 有 一 支 普 
通 的 铅笔 ， 然 后 ， 要 求 一 些 实验 者 通过 “ 抽 去 其 性 质 " 而 获得 一 般 
的 概念 。 弗 雷 格 猜测 道 ， 实 验 者 所 给 出 的 答案 可 能 是 很 不 相同 
的 : 某 些 非 数学 工作 者 可 能 会 回答 说 “纯粹 的 有 (存在 )” 或 “纯粹 
的 无 "; 第 三 个 人 可 能 会 回答 道 “基数 一 ”但 是 ,第 四 个 人 却 可 能 
说 “基数 二 ", 因 为 ;他 把 木质 与 铅 营 看 成 是 两 种 不 同 的 对 象 ;……。 
一 般 地 说 ， 弗 雷 格 认为 ， 我 们 完全 可 以 设想 ,由 于 观点 的 不 同 ,人 
们 可 以 由 任何 给 定 的 对 象 “抽象 "出 任意 一 个 基数 。 显 然 ， 这 种 不 
确定 性 与 不 精确 性 也 就 清楚 地 表明 了 严格 的 数学 研究 不 能 建立 在 
一 般 的 抽象 之 上 。 

就 基数 的 概念 而 言 ,为 了 避免 所 说 的 不 确定 性 和 不 精确 性 ,可 
以 采用 如 下 的 定义 ， 

MM={N | N 和 M 可 以 建立 一 一 对 应 } 。 
显然 ， 这 就 是 我 们 所 说 的 “逻辑 构造 >。 

最 后 ， 我 们 又 必须 对 数学 抽象 的 逻辑 特性 与 所 谓 的 “数学 的 
逻辑 性 质 * 明 确 地 加 以 区 分 ， 也 即 应 当 清楚 地 看 到 模式 观 的 数学 
哲学 理论 与 逻辑 主义 观点 的 区 别 。 

具体 地 说 ， 我 们 在 此 所 断言 的 仅仅 是 数学 对 象 是 借助 于 明确 
的 定义 逻辑 地 得 到 构造 的 ， 而 并 没有 断言 数学 的 对 象 可 以 由 逻辑 
的 概念 出 发 得 到 明确 的 定义 ， 进 而 ， 数 学 的 定理 可 以 由 逻辑 的 法 
则 出 发 并 借助 于 相应 的 定义 得 到 严格 的 证 明 。 如 所 知 ， 后 者 正 是 
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逻辑 主义 的 基本 宗旨 ， 然 而 ，. 逻 辑 主义 已 被 证 明 是 一 种 错误 的 立 
场 。@ 

2。 本 体 论 与 认识 论 问题 上 “两 难处 境 ?的 摆脱 

第 1 章 中 曾经 提 及 ， 一 个 好 的 数学 哲学 理论 应 当 是 与 人 们 的 
“数学 经 验 ”" 相 一 致 的 。 特 殊 地 ， 就 数学 的 本 体 论 问题 而 言 ， 赫 斯 
则 曾 更 为 明确 地 提出 了 如 下 的 三 个 经 验 事实 ; (D 数学 对象 是 由 
人 们 发 明 或 创造 的 ，@ 它们 并 不 是 随心 所 欲 地 被 创造 出 来 的 , 它 
是 在 已 有 的 数学 对 象 的 基础 上 经 加 工 提出 的 ， 是 由 于 科学 和 日 常 
生活 的 需要 提出 的 ，@ 数 学 对 象 一 经 被 创造 ,就 具有 完 全 确定 的 
性 质 ,我 们 要 发 现 这 些 性 质 也 许 存在 巨大 的 困难 ,但 它们 独立 于 我 
们 有 关 它 们 的 知识 之 外 存在 着 。”(《 复 兴 数 学 哲学 的 一 些 建议 ?， 同 前 ， 
第 76 页 。) 显然 ， 模 式 观 的 数学 哲学 理论 与 所 说 的 “数学 经 验 "是 完 
全 相符 的 ， 并 为 此 提供 了 合理 的 解释 。 

其 次 ， 我 们 再 来 看 模式 观 的 数学 哲学 理论 是 否 克服 了 伯 纳 塞 
洛 夫 所 谓 的 在 本 体 论 与 认识 论 问题 上 的 “两 难处 境 ”( 可 参见 1.3 节 )。 

(1) 前 面 的 论述 已 经 清楚 地 表明 ， 对 物理 对 象 与 数学 对 象 的 
实在 性 应 当 作 不 同 的 理解 ， 前 者 属 现实 世界 (世界 1)， 后 者 则 属 


@ 此 外 ,应 当 指出 ， 皮 亚 杰 曾 从 发 生 认识 论 的 角度 对 数学 对 象 的 思维 构造 性 进 

- 行 过 分 析 。 皮 亚 杰 指出 “…… 这 种 方式 就 是 一 个 再 建构 的 过 程 …… 就 是 把 从 已 发 现 的 
结构 中 抽象 出 来 的 东西 投射 或 反射 到 一 个 新 的 层面 上 ， 从 而 用 这 种 东 西 再 建构 它们 
的 过 程 。…… 再 建构 过 程 就 是 一 种 新 的 建构 , 它 丰 富 着 原来 的 结构 ， 由 于 这 一 转换 采 
取 了 运算 的 形式 ， 运 竺 就 通过 把 原来 的 嬉 构 从 它 那 具体 内 容 中 解放 出 来 而 为 它 提供 
了 一 个 更 为 一 般 和 抽象 的 形式 。 同 样 是 这 个 过 程 允许 我 们 进 一 步 分 高 一 些 不 同 结 构 
中 共有 的 元 素 ， 并 协调 到 同样 更 为 一 般 的 结构 中 去 。" 皮 亚 杰 还 曾 对 这 些 活动 的 非 先 
验 性 进行 了 分 析 。 他 指出 : “如 果 说 主体 的 活动 的 确 在 一 种 意义 上 先 验 地 与 经 验 相 联 
系 ， 但 它 却 显示 出 一 种 无 限 的 建构 或 构造 经 验 的 能 力 ,从 面 不 具有 先 验 论 的 两 个 基本 
特征 ， 具 有 确定 预先 决定 所 有 后 来 建构 的 已 完成 结构 ， 以 及 从 一 开始 强加 葛 : 必 然 
性 。*(《 数 学 认识 论 与 心理 学 >, 载 《自然 科学 普 学 问题 2,1988 年 。 第 一 期 。) 
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于 数学 世界 (世界 3 ) 。 因 此 ,我 们 就 不 能 用 一 个 单一 的 本 体 论 解释 
把 两 者 简单 地 统一 起 来 。 但 是 ， 在 明确 地 作出 了 现实 世界 与 数学 
世界 (世界 1 与 世界 3 ) 的 区 分 的 前 提 下 ， 我 们 又 可 以 说 对 数学 命 
题 与 物理 命题 都 应 作 “ 实 在 论 ? 的 解释 ， 也 即 应 对 数学 命题 的 真理 
性 作出 塔 尔 斯 基 意 义 上 的 解释 ， 这 样 ， 两 者 在 形式 上 就 重新 得 到 
了 统一 。( 显 然 ， 这 也 就 满足 了 古 德 曼 所 提出 时 “客观 性 原理 ”。》 

(2) 上 述 关 于 数学 对 象 客观 实在 性 的 断言 并 不 会 造成 认识 论 
上 的 严重 困难 。 因 为 ， 第 一 ， 认 识 主体 与 数学 世界 (或 者 说 ,世界 
2 与 世界 3 ) 并 不 是 一 个 封闭 的 系统 。 恰 恰 相 反 ， 就 整体 、 过 程 、 
总 和 、 趋 势 、 泉 源 来 说 ， 数 学 的 认识 活动 仍然 是 由 社会 实践 所 决 
定 的 。 第 二 ， 我 们 应 当 承认 数学 的 认识 活动 相对 于 社会 实践 具有 
一 定 的 独立 性 ， 但是， 这 种 相对 独立 的 认识 活动 又 可 以 依据 模式 
观 的 数学 哲学 理论 得 到 合理 的 解释 。 例 如 ， 正 如 第 二 节 中 已 指出 
的 ， 由 于 数学 模式 本 身 就 是 一 种 思维 构造 ， 因 此 ， 人 们 具有 关于 
数学 对 象 的 直觉 就 是 不 足 为 奇 的 。 更 为 一 般 地 说 ， 这 种 认识 活动 
显然 就 是 思维 能 动 性 的 具体 表现 。 | 

综 上 所 述 ， 模 式 观 的 数学 哲学 理论 就 可 看 成 对 于 贝 纳 塞 洛 夫 
所 说 的 数学 哲学 研究 的 理论 困难 的 一 个 解决 。 

最 后 ， 应 当 指出 ， 一 些 学 者 曾经 从 文化 的 角度 对 数学 的 本 体 
论 问题 进行 了 探讨 。 例 如 ， 怀 特 (L。 White) 在 《数学 实在 的 所 
在 ?一 文中 指出 :“ 整 个 数学 ， 以 及 它 的 全 部 “真理 :和 “实在 性 ”都 
是 人 类 文化 的 一 个 部 分 "， “因此 ， 数 学 实在 独立 于 个 体 意识 而 存 
在 ， 但 却 完全 依赖 于 人 类 意识 。?”( 载 文化 科学 一 -人 和 文明 的 研究 》， 
浙江 人 民 出 版 社 ，1988 年 ， 第 273 页 。) 显 然 ， 就 数学 的 客 观 性 及 数学 
对 象 对 于 思维 的 依赖 性 而 言 ， 这 种 观点 与 模式 观 的 数学 哲学 理论 
是 完全 一 致 的 。 由 于 这 种 观点 突出 强调 了 数学 的 “文化 本 质 ”:“ 数 
学 真理 存在 于 个 人 降生 于 其 内 的 文化 传统 之 中 ， 这 样 ， 文 化 传统 
便 从 外 部 进入 他 的 大 脑 *"， 因 此 ， 关 于 人 们 何以 总 是 认为 存在 有 
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一 个 独立 的 数学 世界 的 现象 就 得 到 了 较 好 的 解释 , “由 于 数学 的 和 
其 它 科学 的 概念 总 是 从 外 界 进入 个 人 的 头脑 ， 因此， 直至 今 
天 ， 每 个 人 都 以 为 它们 来 自 外 部 世界 而 不 是 来 自 人 为 的 文化 。” 
(同上 ,第 273、276 页 . ) 但 是 ， 这 种 观点 又 存在 着 以 下 的 局 限 性 : 它 过 
分 地 强调 了 数学 的 文化 属性 及 其 与 一 般 文 化 的 共同 性 ， 而 忽视 了 
数学 抽象 的 客观 内 容 以 及 数学 抽象 的 特殊 的 逻辑 性 质 。 显 然 ， 如 
果 对 后 者 缺乏 明确 认识 的 话 ， 我 们 就 无 法 对 数学 在 实践 中 的 成 功 
应 用 及 其 严密 性 作出 解释 ， 而 这 正 是 数学 作为 一 门 科学 的 主要 特 
征 ， 也 是 数学 文化 能 得 以 延续 的 一 个 必要 条 件 。 

3。 由 条 件 真 理论 到 层次 真理 论 

按照 上 面 的 论述 ， 关 于 数学 抽象 逻辑 性 质 的 分 析 与 数学 对 象 
客观 实在 性 的 断言 显然 是 一 致 的 ， 因 此 ， 普 特 南 所 谓 的 关于 “ 数 
学 的 对 象 一 集合 的 观点 "与 “数学 的 模 态 一 罗 辑 的 观点 ”的 对 立 就 
是 不 存在 的 ， 我 们 自然 也 不 必 进 一 步 去 追随 他 所 倡导 的 关于 “对 
象 一 模 态 ”的 双重 观点 。( 人 参见 3 . 2 节 。) 

其 次 ， 我 们 证 可 从 更 为 一 般 的 角度 对 条 件 真 理论 的 观点 作 一 
分 析 ， 

(1) 如 果 局 限于 纯 形 式 的 数学 理论 进行 分 析 的 话 ， 条 件 真理 
论 的 观点 是 有 一 定 合理 性 的 ， 但 是 ， 即 使 就 所 说 的 范围 而 言 ， 这 
种 观点 也 具有 明显 的 局 限 性 。 第 一 ， 条 件 真 理论 者 并 没有 对 数学 
对 象 的 客观 实在 性 作出 明确 的 断言 ， 从 而 ， 在 数学 的 本 体 论 问题 
上 就 是 不 彻底 的 ， 而 且 ， 这 种 不 彻底 性 又 必然 会 在 认识 论 的 问题 
上 造成 新 的 困难 - 例如 ， 我 们 应 当 如 何 去 解 释 人 们 具有 关于 数学 
对 象 的 直觉 的 事 舌 。 第 二 ， 这 种 观点 不 能 为 实际 的 数学 活动 提供 
合理 的 解释 , 即 数学 家 为 什么 不 实际 地 去 从 事 各 种 可 能 的 “假设 一 
演绎 ”系统 的 研究 。 容 易 看 出 ， 上 述 分 析 事 实 上 也 就 清 楚 地 末 明 
了 由 所 谓 的 条 件 走 理性 (逻辑 真理 性 ) 过 渡 到 模式 真理 性 的 必要 
性 。 
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(2) 形式 数学 理论 只 是 全 部 数学 的 一 个 部 分 ， 而 如 果 就 整体 
进行 分 析 的 话 ， 我 们 就 显然 必须 直接 肯定 数学 的 客观 真理 性 ， 不 
然 的 话 ， 数 学 在 实际 活动 中 的 成 功 应 用 就 无 法 得 到 合理 的 说 明 。 

综 上 所 述 ， 我 们 就 必须 用 数学 真理 的 层次 理论 去 取代 条 件 真 
-理论 。 

最 后 ， 应 当 指出 ， 上 述 关于 条 件 真 理论 的 分 析 对 于 形式 主义 
来 说 基本 上 也 是 适用 的 。 这 就 是 说 ， 即 使 就 纯 形式 的 数学 研究 而 
言 ， 形 式 主义 的 数学 观 也 不 能 被 看 成 对 于 实际 数学 活动 的 真实 写 
照 , 它 也 无 法 为 数学 的 认识 论 问题 提供 满意 的 解释 ， 另 外 ,如 果 就 
整个 数学 进行 分 析 的 话 ， 这 种 观点 则 暴露 出 了 更 为 严重 的 缺陷 和 
困难 ， 特 别 是 ， 它 无 从 解释 纯 形式 的 数学 理论 为 什么 能 在 社会 实 
践 中 得 到 成 功 的 应 用 。 

4。 数 学 真理 的 客观 意义 

由 上 面 的 讨论 可 以 知道 ， 我 们 应 当 在 两 个 不 同 的 层次 上 去 肯 
定数 学 的 客观 意义 ， 

第 一 ， 就 其 直接 形式 而 言 ， 数 学 命题 是 关 予 数学 结构 (这 是 . 
世界 3 中 的 存在 ) 的 真理 ， 

第 二 ， 就 辊 体 、 过 程 、 总 和 、 趋 势 、 泉 源 来 说 ， 数 学 真理 又 
是 对 于 客观 世界 量 性 规律 性 的 反映 ， 尽 管 这 种 反映 是 抽象 的 、 间 
接 的 。 

作为 上 述 观念 的 对 立 面 ， 我 们 首先 就 应 反对 那 种 完全 否定 数 
学 理论 现实 真理 性 的 观点 ， 其 次 ， 我 们 又 应 注意 避免 把 “模式 真 
理性 "绝对 地 等 同 于 “现实 真理 性 ” 的 错误 。 例 如 ， 传 统 的 经 验 主 
义 事实 上 就 体 天 了 这 样 一 种 倾向 。 另 外 ， 集 合 论 的 创建 者 康 托 也 
曾 表 现 出 这 样 的 错误 。 具 体 地 说 ， 康 托 提出 了 两 种 不 同 的 真实 性 
概念 ， 即 所 谓 的 “内 在 真实 性 "与 “外 部 真实 性 ”。 康 托 解释 道 , “内 
在 真实 性 ? 即 是 指数 学 理论 (概念 ) 的 逻辑 相 容 性 及 其 与 先期 得 到 
建立 的 数学 理论 (概念 ) 的 和 谐 性 ， 另外 ，“ 外 部 真实 性 " 则 是 指 我 
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们 “应 把 数学 看 成 是 对 于 外 在 于 我 们 智力 世界 的 事物 和 关系 的 一 
种 表达 或 描述 。? 康 托 又 兽 强调 指出 ， 这 两 种 真实 性 事实 上 是 一 致 
的 :一 个 理论 (概念 ) 如 果 具 有 内 在 真实 性 就 必然 具有 外 部 真实 性 ; 
从 而 ， 我 们 也 就 可 以 唯一 地 依据 “内 在 真实 性 "去 从 事 数学 的 创造 
活动 。( 对 此 可 参见 道 本  《 康 托 的 无 穷 的 数学 和 哲学 》， 江 苏 教育 出 版 社 ， 
1989 年 ， 第 61 一 62 页 。) 显 然 ， 按 照 这 样 的 理解 ， 数 学 的 “模式 真理 
性 ”与 “现实 真理 性 ?就 被 完全 等 同 起 来 了 ， 而 这 事实 上 也 就 是 对 
于 数学 理论 现实 真理 性 的 绝对 肯定 。 

由 于 数学 并 非 对 于 客观 实在 的 直接 反映 ， 数 学 抽象 的 过 程 又 
必然 地 包含 了 对 于 真实 的 脱离 ， 因 此 ， 绝 对 地 肯定 数学 理论 的 现 
实 真理 性 就 是 错误 的 。 事 实 上 ， 如 果 我 们 不 断 地 由 概念 去 引出 概 
念 ， 在 抽象 之 上 去 进行 抽象 ， 最 终 就 可 能 由 于 完全 脱离 实际 而 走 
向 荒 廖 ， 这 正 是 丑 论 的 发 现 所 清楚 地 表明 了 的 。 

在 此 还 可 从 认识 论 的 角度 对 悖 论 的 问题 作 一 简单 的 分 析 。 由 
于 眉 论 是 一 种 形式 和 矛盾， 因此， 人 眉 论 在 数学 中 的 出 现 就 直接 表明 
了 存在 有 两 种 互相 对 立 的 模式 ， 又 由 于 数学 模式 在 一 定 意义 上 即 
可 看 成 思维 运动 模式 的 外 部 表现 ， 不 同 的 、 甚 至 是 互相 对 立 的 数 
学 模式 的 存在 就 是 无 足 为 奇 的 (进而 ,如 果 单 纯 地 为 了 制造 悖 论 而 
把 互相 对 立 的 模式 次 合 在 一 起 的 也 就 是 毫 无 意义 的 ) 。 然 而 ， 由 于 
悖 论 的 出 现 清楚 地 表明 了 有 关 模 式 的 局 限 性 ， 从 而 也 就 直接 促进 
了 关于 新 的 模式 的 研究 一 一 在 这 种 新 的 模式 中 ， 原 先 的 矛盾 将 得 
到 “消解 ?一 一 因此 ， 在 所 说 的 意义 上 ， 我 们 也 就 应 当 肯 定 悖 论 研 
究 的 积极 意义 。@ ， 

5。 关 于 拉 卡 托 斯 拟 经 验 数学 观 的 分 析 

由 于 拉 卡 托 斯 在 现代 数学 哲学 研究 中 所 占据 的 重要 地 位 ， 我 
们 再 来 对 其 所 倡导 的 拟 经 验 数学 观 作 一 分 析 。 


可 参见 夏 基 松 、 郑 能 信 :《 西 方 数 学 国学 2?。 牌 地理。 
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与 普 特 南 相 比 ， 拉 卡 托 斯 更 为 明确 地 强调 了 形式 与 非 形式 数 
学 理论 的 区 分 ， 并 提出 了 应 当 联 系 相 应 的 非 形 式 理论 去 分 析 形 式 
数学 理论 的 真理 性 ， 这 些 思想 应 当 说 都 是 十 分 深刻 的 ! 但 是 ， 从 
整体 上 说 ,他 所 倡导 的 拟 经 验 数学 观 又 具有 严重 的 缺陷 和 错误 。 具 
体 地 说 ， 除 所 已 提 及 的 理论 上 的 不 彻底 性 以 外 (4。3 节 )， 我 们 还 
应 指出 以 下 几 点 : 

第 一 ， 我 们 应 当 注 意 形式 与 非 形式 数学 理论 的 区 分 ， 并 对 它 
们 的 真理 性 作出 独立 的 分 析 。 但 是 ， 现 代 的 数学 研究 并 不 是 单纯 
地 在 非 形式 数学 理论 或 形式 数学 理论 的 范围 内 进行 的 ,恰恰 相反 ， 
只 有 通过 非 形式 研究 与 形式 研究 的 相互 转化 ， 相 互 渗透 ， 数 学 才 
能 实现 自己 的 无 限 发 展 。 因 此 ， 就 真理 性 问题 的 分 析 而 言 ， 我 们 
就 不 能 停留 在 非 形式 数学 理论 与 形式 数学 理论 的 绝对 对 立 上 ， 而 
应 从 整体 上 去 作出 新 的 综合 。 

第 二 ， 拉 卡 托 斯 关于 数学 拟 经 验 性 的 断言 是 错误 的 。 这 也 就 
是 说 ， 数 学 命题 并 非 他 所 说 的 大 胆 的 猜想 一 一 对 此 只 能 加 以 证 
伪 ， 而 永远 不 可 能 得 到 证 实 。 事 实 上 , 即 如 普 特 南 所 已 指出 的 ,长 
期 的 实践 (或 如 普 特 南 所 说 的 “物理 的 经 验 " 和 “数学 的 经 验 ”) 已 经 
清楚 地 表明 了 数学 的 (客观 ) 真 理性 * 另外 ， 如 果 数 学 命题 始终 只 
是 大 胆 的 猜想 ， 数 学 的 发 展 就 将 唯一 地 由 猜想 、“ 证 明 ”、 反 了 驳 等 
这 样 一 些 环节 组 成 ， 但 这 显然 是 与 数学 发 展 的 实际 情况 不 相符 合 
的 。 事 实 是 ， 数 学 的 发 展 的 确 充满 了 对 立 理论 的 矛盾 、 斗 争 和 相 
互 转化 ; 但是， 除去 这 种 不 连续 的 一 面 以 外 ， 数 学 的 历史 也 包含 
有 连续 的 一 面 。 一 般 地 说 ， 数 学 的 历史 发 展 即 是 这 样 一 种 辩证 的 
过 程 ， 其 中 既 有 证 伪 ， 也 有 证 实 ! 既 有 否 证 ， 也 有 积累 ,因此 , 片 
面 地 强调 数学 发 展 的 不 连续 性 ， 以 致 把 它 说 成 是 “大 胆 猜 测 与 戏 
剧 性 反 驶 的 历史 ”就 是 错误 的 。( 在 第 5 章 中 我 们 还 将 对 数学 知识 
的 增长 问题 作 专门 的 讨论 。 

最 后 ， 在 拉 卡 托 斯 为 自己 的 拟 经 验 煞 学 观 所 提供 的 论证 中 也 
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包含 有 严重 的 错误 。 具 体 地 说 ， 拉 卡 托 斯 的 论点 主要 建立 在 所 谓 
的 欧 几 里 得 系统 与 拟 经 验 系统 的 二 分 及 关于 欧 几 里 得 规划 不 可 能 
性 的 论据 上 : 由 于 认为 数学 基础 研究 的 失败 已 经 表明 欧 几 里 得 规 
划 是 不 可 能 成 功 的 ， 因 此 ， 在 拉 卡 托 斯 看 来 ， 我 们 就 可 由 所 说 的 - 
二 分 直接 引出 数学 是 拟 经 验 的 结论 。 即 


殉 几 里 
| 人 | 
性 > -| 学 | 
拟 经 验 的 

基础 研究 的 网 几 里 得 规划 

| 失 由 ~ 的 不 可 能 性 。 | 
但 是 ， 上 述 论证 是 包含 有 严重 缺陷 的 。 事实 上 ， 拉 卡 托 斯 本 人 已 
曾 指 出 ;“ 欧 几 里 得 主义 是 不 可 能 被 击败 的 。”(xMathematics, Science 
and Epistemology», 第 22 页 .) 这 也 就 是 说 ,我 们 并 不 能 由 个 别 欧 几 里 
得 规划 的 失败 引出 欧 几 里 得 规划 是 不 可 能 的 一 般 结论 。 因 为 ， 在 
特殊 与 一 般 之 间 显 然 存 在 着 不 可 忽视 的 质 的 区 别 。 另 外 ， 应 当 强 
调 的 是 ， 所 谓 欧 几 里 得 系统 与 拟 经 验 系 统 的 二 分 更 是 一 个 严重 的 
错误 。 因 为 ， 前 面 的 分 析 已 经 清楚 地 表明 ， 这 里 还 存在 有 其 它 的 
可 能 性 ， 特 别 是 ， 数 学 命题 就 其 直接 形式 而 言 即 可 看 成 “定义 下 
的 真理 ” (这 样 ， 我 们 就 应 当 用 “三 分 ?去 代替 拉 卡 托 斯 所 说 的 “二 
分 ”), 从 而 ,即使 我 们 承认 了 欧 几 里 得 规划 的 不 可 能 性 ， 也 不 能 由 
此 而 引出 数学 是 拟 经 验 的 结论 。 

综 上 所 述 ， 拉 卡 托 斯 所 倡导 的 拟 经 验 数学 观 就 不 能 被 看 成 一 
种 正确 的 数学 哲学 理论 。 

6。 数 学 研究 的 一 般 意 义 

最 后 ， 再 结合 康德 及 怀特 海 (A.Whitehead) 的 有 关 思 想 对 
数学 研究 的 一 般 意义 作 一 分 析 。 

如 所 知 ， 康 德 认 为 数学 命题 是 所 谓 的 先天 综合 判断 ， 即 其 既 
具有 先 验 的 理想 性 ,又 具有 经 验 的 实在 性 。 数 学 的 实际 发 展 ,特别 
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是 非 欧 儿 何 的 建立 已 经 清楚 地 表明 康德 关于 数学 命题 〈 在 此 特 指 
算术 命题 和 几何 命题 ) 是 关于 时 间 和 空间 的 先 验 的 绝对 真理 的 观 
点 是 错误 的 ; 但 是 ,只 要 抛弃 了 其 中 的 先 验 论 和 唯心 主义 的 成 分 ， 
康德 关于 思维 形式 (感觉 形式 ) 认 识 作 用 的 分 析 又 可 看 成 关于 数学 
研究 一 般 意义 的 很 好 说 明 。@ 具体 地 说 ， 人 类 的 认识 活动 总 是 在 
一 定 的 认识 框架 中 进行 的 ， 而 数学 结构 则 就 是 认识 框架 的 一 个 重 
要 组 成 部 分 : 我 们 正 是 借助 于 这 种 模式 来 对 素 朴 的 经 验 事实 〈 在 
此 特 指 事物 和 现象 的 结构 特性 > 进行 整理 的 ,从 而 ， 数 学 就 不 仅 是 
对 于 客观 世界 量 性 规律 性 的 (间接 和 抽象 的 ) 反 映 ， 而 且 也 为 新 的 
认识 活动 提供 了 有 力 的 工具 。 

值得 指出 的 是 ， 怀特 海 在 代表 其 最 终 观 点 的 两 条 文章 之 -的 
《数学 与 善 ?中 也 曾 从 十 分 一 般 的 角度 对 数学 研究 的 意义 进行 过 分 
， 析 。 人 怀特 海 指出 :数学 是 对 于 模式 的 研究 。”(《 数 学 与 善 》， 载 《数学 
哲学 译文 集 ?， 知 识 出 版 社 ，1986 年 ， 第 346 页 。) 怀 特 海 在 此 所 说 的 “ 模 
式 ” 即 是 指 (数学 实体 的 复杂 结构 一 一 这 是 由 其 各 个 组 成 部 分 之 
闻 的 某 些 关系 所 确定 的 ， 另 外 ， 数 学 家 们 所 研究 的 则 就 是 在 这 样 
的 模式 中 有 什么 其 它 关 系 隐 含 于 这 些 假定 中 。 其 次 ,怀特 海 指出 ， 
模式 是 抽象 思维 的 产物 ， 即 是 由 元 限 ( 指 客观 实在 所 构成 的 总 体 》 
抽象 出 来 的 有 限 。 如 他 所 说 , “有 限 本 质 上 涉及 一 个 无 限 的 背景 "， 
“每 一 项 知识 与 无 限 字 宙 这 一 背景 有 不 可 分 割 的 联系 ,各 项 知识 的 
真实 性 及 其 意义 就 是 由 此 导出 的 。" 他 又 说 ,甚至 在 算术 中 ， 你 们 
也 不 能 不 下 意识 地 涉及 无 限 的 宇宙 。 你 们 是 从 总 体 中 抽象 出 细节 ， 
并 且 对 这 种 抽象 强加 上 各 种 限制 。”( 同 上 ， 第 347，342,343 一 344 页 。) 
进而 ， 怀 特 海 认为 ， 模 式 的 研究 反 过 来 又 为 人 类 的 认识 活动 提供 
了 必要 的 工具 和 动力 。 他 写 道 “模式 … 是 我 们 理解 经 验 的 一 个 因 
素 。 它 或 是 具有 直接 的 价值 ,或 是 激 起 追求 未 来 价值 的 活动 。" 又 ， 


@ ”对 此 例如 可 参见 夏 基 松 、 郑 敏 信 : 《西方 数学 哲学 》, 第 24 一 34 页 。 
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“抽象 涉及 强调 ， 而 强调 却 使 经 验 活跃 起 来 (同上 ， 第 350 一 351 页 ， 
353 页 .) 显 然 ， 这 事实 上 即 是 对 数学 研究 认识 论 意义 的 充分 肯定 。 

颇 有 特色 的 是 ， 怀 特 海 还 曾 从 善 与 恶 的 角度 对 数学 研究 的 认 
识 论 意义 作 了 进一步 的 阑 述 。 他 指出 : “一 个 模式 本 来 既 非 善 ， 也 
非 恶 。 但 是 每 一 个 模式 的 存在 只 有 通过 对 经 验 的 理解 才能 决定 ”， 
这 样 ,“ 善 和 恶 的 整个 课题 就 发 生 了 。?( 同 上 ， 第 352、351 页 。) 具 体 
地 说 ,怀特 海 所 谓 的 “ 善 ? 即 是 指 模式 研究 在 认识 论 上 的 积极 意义 ， 
特别 是 指 这 种 研究 促进 了 对 整个 无 限 宇宙 的 认识 ;另外 ， 也 正 是 
在 同样 的 意义 上 ， 人 怀特 海 谈 及 了 两 种 不 同 的 “ 恶 ": @“ 讨 论 善 和 . 
器 可 能 要 求 对 经 验 的 理解 具有 一 定 的 深度 ， 而 一 个 单薄 的 模式 可 
能 阻止 预想 的 实现 。 于 是 ,有 一 种 微不足道 的 恶 一 一 一 幅 写 生 画 竞 
能 取代 一 幅 完全 的 图 画 。?@“ 引 起 强烈 经 验 的 两 个 模式 可 以 彼此 
冲突 。 于 是 ， 就 有 一 种 由 主动 的 对 抗 所 产生 的 、 强 烈 的 恶 。 (同上 ， 
第 351 页 。) 显然， 这 也 就 清楚 地 说 明了 数学 研究 的 局 限 性 ， 及 其 
可 能 产生 的 消极 影响 。@ 

最 后 ， 应 当 提 及 的 是 ， 怀 特 海 曾 把 数学 的 本 质 特 性 归结 为 : 
“在 从 模式 化 的 个 体 作 抽 象 的 过 程 中 对 模式 进行 研究 。”( 同 上， 第 
352 页 。) 怀特 海 的 这 一 思想 是 十 分 深刻 的 。 但 是 ,由 于 数学 模式 的 
构造 与 研究 最 终 是 为 了 正确 地 反映 客观 世界 的 量 性 规律 性 ,因此 ， 
与 上 面 的 说 法 相 比 ， 前 面 所 已 提 及 的 “定义 ”就 是 更 为 恰当 的 ， 即 
数学 可 以 被 描述 成 这 样 一 门 学 科 :在 其 中 我 们 是 通过 模式 的 构造 、 
并 以 模式 为 直接 对 象 来 从 事 客观 世界 量 性 规律 性 的 研究 的 。 


@ ”特殊 地 ,依据 怀特 海 的 上 述 论述 我 们 即 可 对 (数学 ) 停 论 的 实质 及 其 不 可 如 免 
性 作出 分 析 , 对 此 可 参见 《西方 数学 哲学 》 第 188 一 190 页 。 
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第 5 章 


数学 知识 的 增长 


前 面 已 经 提 及 ， 现 代数 学 哲学 研究 的 主要 
特点 之 一 是 它 的 开放 性 ， 特 别 是 这 种 研究 与 一 
般 科 学 哲学 (以 及 数学 史 ) 研 究 的 密切 联系 和 相 
互 渗透 .例如 , 普 特 南 的 数学 哲学 理论 即 是 其 整 
个 科学 哲学 理论 的 一 个 有 机 组 成 部 分 ;另外 , 拉 
卡 托 斯 的 拟 经 验 数学 观 则 可 看 成 波 普尔 的 证 擅 
主义 科学 哲学 理论 在 数学 领域 中 的 直接 推广 。 
一 般 地 说 ,现代 的 科学 哲学 研究 为 现代 的 数学 
哲学 研究 提供 了 直接 的 借鉴 :数学 哲学 家 们 不 
仅 从 科学 哲学 中 吸取 了 了 有益 的 观点 ， 而 且 也 从 
中 吸取 了 有 价值 的 研究 方法 和 研究 问题 。@ 
由 于 科学 知识 的 增长 问题 ， 包 括 发 展 的 动力 、 
发 展 的 模式 以 及 科学 的 合理 性 问题 等 ,可 以 
看 成 现代 科学 哲学 研究 的 一 个 核心 问题 ， 因 
此 ， 这 也 就 为 现代 数学 哲学 中 关于 数学 知识 增 
长 问题 的 研究 提供 了 外 部 的 动力 。 此 外 ， 这 种 
研究 又 有 着 内 在 的 必然 性 ， 如 前 所 述 ， 现 代数 
学 哲学 研究 的 主要 目标 已 不 再 是 “告诫 数学 家 


@ 应 当 指出 ,数学 哲学 对 于 一 般 的 科学 哲学 研究 也 具有 一 定 的 借鉴 作用 。 例 如 ， 
逻辑 主义 的 基础 研究 对 于 逻辑 实证 主义 一 般 暂 学 思想 的 影响 就 是 一 个 典型 的 例子。 对 


此 可 和 参见 附录 政 。 
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们 应 该 做 什么 ”而 是 力图 对 实际 的 数学 活动 作出 正确 的 分 析 ， 这 
样 ， 这 种 关于 实际 数学 活动 的 生动 的 研究 也 就 必然 地 导致 了 对 于 
数学 发 展 的 动态 分 析 ， 也 即 关 于 数学 发 展 的 动力 、 模 式 及 其 合理 
性 等 问题 的 研究 。 

为 了 讨论 的 方便 ， 我 们 将 首先 对 数学 活动 以 及 数学 发 展 的 合 
理性 问题 作出 分 析 ， 然后 将 集中 讨论 数学 中 有 无 革命 的 问题 ， 后 
者 事实 上 也 就 是 关于 数学 发 展 模式 的 研究 的 一 个 方面 。 


5。1 数学 活动 的 分 析 及 
数学 发 展 的 合理 性 


在 这 一 节 中 我 们 将 主要 介绍 基 切 尔 关于 数学 活动 的 分 析 及 其 
关于 数学 发 展 的 理性 主义 观点 为 了 清楚 地 说 明 这 种 研究 的 性 质 ， 
我 们 将 首先 对 他 的 研究 背景 作 一 较为 具体 的 介绍 。 

1。 库 恩 的 范式 理论 

如 所 知 ， 在 50 年 代 至 60 年 代 ， 科 学 哲学 的 研究 曾 国 绕 科学 知 
识 的 增长 问题 形成 一 个 高 潮 。 犹 如 20 至 30 年 代 的 数学 基础 研究 ,这 
一 高 潮 的 主要 标志 也 在 于 出 现 了 “百花 齐 放 、 百 家 争鸣 "的 生动 局 
面 ， 提 出 了 一 些 具 有 深远 影响 的 理论 ， 并 围绕 一 些 杰出 人 物 形成 
了 不 同 的 学 派 ， 又 由 于 这 些 学 派 在 科学 知识 增长 的 一 些 基 本 问题 
上 有 着 不 同 的 、 甚 至 是 互相 对 立 的 观点 ， 因 此 ， 在 互相 之 间 就 展 
开 了 激烈 的 争论 ， 而 这 反 过 来 又 极 大 地 促进 了 对 问题 的 深入 研究 
及 理论 的 进一步 发 展 。 具 体 地 说 ， 当 时 的 主要 代表 人 物 之 一 即 是 
前 已 提 及 的 波 普尔 另外 ， 作 为 其 主要 对 立 画 的 则 有 美国 科学 史 
家 、 科 学 哲学 家 库 轧 (TT。Kuhn)。 尽 管 这 两 者 的 科学 哲学 理论 
在 很 多 方面 是 大 相 径 庭 的 ， 但 是 ， 他 们 又 都 在 哲学 界 以 及 科学 界 
产生 了 广泛 而 深远 的 影响 。 
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与 先前 关于 波 普尔 科学 哲学 理论 的 介绍 一 样 ， 为 了 下 面 讨论 
的 需要 ， 我 们 也 将 首先 对 库 恩 的 科学 哲学 理论 作 一 简要 的 介绍 。 

第 一 ， 科 学 哲学 的 研究 对 象 不 应 局 限于 科学 理论 ， 而 应 包括 
全 部 的 科学 活动 。 这 也 就 是 说 ， 我 们 应 当 把 科学 看 成 是 一 种 人 类 
活动 ， 从 而 其 中 就 不 仅 包括 有 “客观 ”的 成 分 ,如 理论 、 问 题 等 ,而 
且 也 包括 有 “主观 ”的 成 分 ， 如 科学 观 等 。 

第 二 ,科学 家 是 作为 科学 共同 体 的 一 个 成 员 从 事 科 学 活动 的 ， 
因此 ， 在 从 事 科 学 的 哲学 分 析 时 ， 我 们 就 应 充分 注意 到 科学 研究 
的 这 一 社会 因素 正 是 科学 共同 体 为 科学 家 的 实际 研究 提供 了 必 
要 的 工作 背景 。 

第 三 ， 科 学 共同 体 的 主要 标志 是 其 成 员 具 有 共同 的 范式 。 库 
恩 写 道 :“ 范 式 是 一 个 科学 共同 体 的 成 员 所 共有 的 东西 ， 反 之 ， 一 
个 科学 共同 体 是 由 那些 具有 共同 范式 的 人 所 组 成 的 。”( «The Stru- 
cture of Scientif ic Revolutions», Scocond Fdition, Enlarged, 1970 年 ，Thej 
Univer. of Chicago Press， 第 176 页 .) 作 为 “范式 ”这 一 概念 的 进一步 说 
明 ， 库 恩 曾 提出 了 “专业 质 基 ”的 概念 。 后 者 主要 包括 下 面 一 些 咸 
分 ，@ 关于 特定 模型 的 信念 。 如 “地 心 说 ”与 “日 心 说 ”的 区 分 
即 是 就 此 而 言 的 。@ 符号 的 一 般 化 。 即 如 F = ma 这 样 的 基 本 公 
式 。@ 量 值 。 这 是 指 万 有 引力 常数 等 一 些 特别 重要 的 量 值 。@ 
范例 。 这 是 指 具体 的 实例 ， 它 们 表明 了 应 当 怎样 去 从 事 研 究 。 

第 四 ， 科 学 发 展 按 其 性 质 可 以 分 为 常规 时 期 和 革命 时 期 。 所 
谓 常规 时 期 即 是 指 “ 按 照 范 式 去 进行 研究 ”， 从 而 ， 常 规 科 学 研究 
就 其 性 质 而 言 即 如 “解决 疑难 "(puzzle-solving)。 另 外 ,所 谓 革命 
则 是 指 范式 的 改变 ， 也 即 “ 由 旧 范 式 向 新 范式 的 过 渡 ”"。 革 命 的 发 
生 过 程 可 以 大 致 归结 为 : “反常 一 一 危机 一 一 革命 "。 

第 五 ,范式 的 改变 就 像 信 仰 的 改变 或 心理 学 中 所 谓 的 “格式 塔 
转变 ”>， 对 此 只 能 从 社会 一 -心理 学 的 角度 去 进行 说 明 。 由 于 新 、 
旧 范 式 是 不 可 比较 的 :“ 对 同一 情况 作出 不 同 理解 的 两 个 人 ,尽管 
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他 们 在 讨论 中 使 用 相同 的 词汇 ， 但 是 ， 它们 的 语义 是 不 同 的 。 这 
就 是 说 ， 他 们 是 用 我 所 称 的 不 可 比较 的 观点 来 讲话 的 。 因 而 更 不 
用 说 希望 他 们 能 在 谈论 中 互相 有 说 服 力 了 ”( 同 上 ， 第 200 页 ), 因此， 
科学 的 发 展 就 根本 无 合理 性 可 言 。 

从 历史 的 角度 看 ， 库 恩 关 于 科学 研究 是 范式 指导 下 的 活动 的 
观点 对 科学 哲学 的 研究 有 着 重要 的 影响 。 对 此 可 以 通过 与 逻辑 实 
证 主义 与 波 普尔 的 简单 比较 进行 说 明 : 犹如 逻辑 主义 的 数学 基础 
研究 ， 人 逻辑 实证 主义 的 科学 上 哲学 研究 也 是 以 科学 理论 内 在 结构 的 
逻辑 分 析 为 主要 目标 的 ， 与 这 种 静态 的 研究 不 同 ， 波 普尔 与 库 恩 
则 都 突出 强调 了 科学 发 展 的 动态 分 析 ， 但 是 ， 波 普尔 关于 科学 发 
展 模 式 的 研究 仍然 是 以 已 建立 的 理论 为 主要 对 象 进行 的 ， 而 库 恩 
则 强调 了 科学 研究 是 范式 指导 下 的 活动 ， 从 而 认为 就 应 从 更 加 广 
泛 的 角度 ， 特 别 是 应 当 联 系 社会 和 心理 的 因素 去 从 事 科 学 的 动态 
分 析 。( 也 正 因为 此 , 库 恩 就 更 为 突出 地 强调 了 应 当 把 科学 哲学 与 
科学 史 的 研究 有 机 地 结合 起 来 。) 

2。 数 学 活动 的 分 析 

一 般 地 说 ， 基 切 尔 关 于 数学 活动 的 分 析 即 可 看 成 库 恩 的 范式 
理论 在 数学 领域 内 的 推广 运用 。 例 如 ， 基 切 尔 写 道 ， 库 恩 的 一 个 
主要 思想 是 “我 们 并 不 能 简单 地 通过 考察 一 个 时 代 的 科学 家 所 接 
受 的 命题 集 的 变化 去 理解 科学 的 历史 ， 而 应 把 变化 的 对 象 看 成 是 
所 谓 的 “科学 活动 ' ， 即 是 一 种 包含 有 语言 、 理 论 原 则 、 实 验 和 理 
论 工作 的 范例 、 认 可 的 推理 方法 、 解 决 问题 扣 技 巧 、 关 于 问题 重 
要 性 的 评价 标准 以 及 关于 所 从 事 活动 性 质 的 元 科学 观点 等 多 种 成 
分 的 “复合 体 *。” 基 切 尔 并 进而 指出 ， 对 数学 的 发 展 我 们 也 应 持 同 
样 的 观点 ， 也 即 应 当 集中 考察 “数学 活动 ”的 变化 ,而 所 谓 的 “数学 
活动 " 则 同样 是 一 个 包含 有 多 种 威 分 的 “复合 体 ”。(«The Nature of 
Mathematical Knowledge», 第 162-163 页 .) 

具体 地 说 ， 基 切 尔 指出 ,数学 活动 包含 有 如 下 的 五 种 成 分 :L 
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一 一 语言 ，M 一 一 元 数学 的 观点 ;一 一 所 接受 的 问题 的 集 合 :有 
一 一 所 接受 的 论证 的 集合 ，S 一 一 所 接受 的 命题 的 集合 。 从 而 ， 
所 谓 的 数学 活动 也 就 可 以 表示 成 如 下 的 五 元 组 :<L, M, Q, R， 
S)。 

基 切 尔 对 上 述 的 五 种 成 分 及 其 变化 形式 作 了 如 下 的 说 明 : 

(1) 语言 。 数 学 活动 的 语言 成 分 由 句法 学 积 语义 学 这 样 两 个 
部 分 组 成 。 其 中 ， 作 为 对 于 语义 学 的 具体 说 明 ， 基 切 尔 又 强调 指 
出 ， 我 们 既 可 以 通过 明确 地 指出 对 象 的 特征 性 质 ， 也 可 以 通过 实 
际 地 给 出 所 指称 对 象 的 某 个 ( 些 ) 实 例 去 说 明 指称 的 关系 一 一 对 此 
基 切 尔 分 别称 之 为 “规范 式 的 解释 ”和 “提供 范例 式 的 解释 ”。 

语言 变化 的 最 简单 情况 是 简单 的 扩充 ， 即 如 由 于 引进 了 新 的 
词语 而 导致 的 变化 一 一 如 果 这 种 变化 没有 造成 任何 不 和 谐 的 话 。 
另外 ， 概 念 内 涵 的 变化 等 则 是 较为 复杂 的 情况 。 由 实际 的 例子 ( 诸 
如 数 和 函数 等 概念 的 历史 演变 ) 可 以 看 出 ,这 种 变化 往往 表现 为 由 
指称 关系 的 “提供 范例 式 的 解释 ”向 “规范 式 的 解释 ”的 过 渡 。 由 于 
这 种 变化 并 非 简单 的 扩充 ， 而 主要 是 指 原 有 成 分 的 改变 〈 甚 至 废 
弃 ), 因 此 也 就 可 以 称 为 “ 非 和 谐 的 变化 "。 

(2) 所 接受 的 论证 的 集合 。 其 中 的 最 主要 成 分 即 是 所 谓 的 证 
明 ， 它们 是 按照 被 认为 是 有 效 的 推理 形式 作出 的 ; 此外， 由 于 证 
明 是 以 发 现 为 必要 前 提 的 ;而 且 ， 为 了 不 陷于 恶性 循环 或 无 穷 倒 
退 ， 我 们 则 又 必须 不 加 证 明 地 接受 某 些 命题 (公理 )， 因 此 ， 在 数 
学 中 必然 地 还 存在 有 另外 一 些 论证 形式 ,它们 并 非 严格 的 证 明 ,但 
却 同样 地 是 为 人 们 所 接受 的 。 例 如 ， 归 纳 与 类 比 就 是 一 种 可 能 的 
形式 ， 另 外 ， 由 前 面 关于 集合 论 及 数学 经 验 性 和 拟 经 验 性 的 讨论 
我 们 已 经 知道 ， 为 了 对 某 些 公理 的 合理 性 进行 说 明 ， 人 们 常常 求 
助 于 直 党 及 所 谓 的 “ 拟 经 验 的 考虑 "数学 上 的 成 功 性 ) 。 

当然 ， 就 理论 的 数学 研究 而 言 ， 我 们 并 不 能 在 一 般 的 意义 上 
去 肯定 类 比 、 归 纳 及 直觉 的 有 效 性 ， 而 必须 就 各 个 具体 的 情况 去 
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进行 分 析 。 显 然 ， 这 事实 上 也 就 表明 了 “所 接受 的 论证 的 集合 "的 
时 代 特 征 秘 可 变性 。 例 如 ， 如 果 某 个 数学 家 提出 了 某 个 论证 ， 它 
被 当时 的 大 部 分 数学 家 认为 是 可 接受 的 ， 这 就 造成 了 所 说 集合 的 
扩张 ， 反之， 一 些 原来 被 认为 是 可 接受 的 论证 在 后 来 却 可 能 遭 到 
拒绝 ， 这 就 造成 了 所 说 集合 的 缩减 。 

(3) 所 接受 的 命题 的 集合 。 这 是 指 为 当时 的 数学 工作 者 所 普 
遍 接 受 的 数学 命题 的 集合 。 由 于 命题 是 借助 于 (同一 时 代 的 ) 语 言 
得 到 表述 的 ， 而 且 ， 命题 的 可 接受 性 又 建立 在 相应 论证 的 可 接受 
性 之 上 ， 因 此 ， 语 言及 论证 可 接受 性 的 变化 就 必然 地 导致 了 所 接 
受 的 命题 集 的 变化 。 例 如 ， 语 言 的 扩充 通常 是 与 所 接受 的 命题 集 
的 扩充 直接 相 联系 的 ， 另 外 ， 概 念 内 涵 的 变化 则 往往 意味 着 对 于 
某 些 先 前 为 人 们 所 接受 的 命题 的 否定 。 

(4) 所 接受 的 问题 的 集合 。 所 谓 问 题 的 可 接受 性 主要 取决 于 
关于 问题 重要 性 的 判断 ， 对 后 者 则 又 可 以 作出 如 下 的 区 分 ， 即 所 
谓 的 “内 在 的 重要 性 ”(“ 数 学 的 重要 性 ?) 及 “外 部 的 重要 性 ”( “科学 
的 重要 性 ?)。 具 体 地 说 ， 前 者 即 是 指 问题 的 解决 是 否 有 利于 〈 数 
学 ) 认 识 的 深化 ， 后 者 则 是 指 其 对 于 实际 活动 (特别 是 科学 研究 ) 
所 可 能 具有 的 工具 作用 。 由 于 这 种 关于 数学 问题 重要 性 的 判断 是 
受 数 学 内 外 多 种 因素 制约 和 影响 的 ， 因 此 ， 所 接受 的 问题 的 集合 
也 就 具有 较 大 的 可 变性 。 

问题 集 变 化 的 最 明显 形式 当然 是 单纯 增加 或 减少 的 情况 。 例 
如 ， 一 个 问题 的 解决 〈 无 论 是 肯定 的 解决 或 是 否定 的 解决 一 一 前 
者 是 指 获得 了 所 希望 的 解答 ,后 者 则 是 指证 明了 问题 的 不 可 解 性 ， 
如 三 等 分 角 问 题 的 不 可 解 性 等 ) 就 意味 着 这 一 问题 不 再 属于 这 一 
集合 ， 反 之 ,新 问题 的 提出 则 又 为 这 一 集合 增添 了 新 的 可 能 成 分 。 
另外 ， 除 去 单纯 的 增加 和 减少 以 外 ， 在 此 还 应 考虑 到 问题 重要 性 
程度 的 变化 。 例 如 ， 某 类 问题 可 能 由 于 外 部 条 件 的 变化 而 变 得 十 
分 重要 ， 反 之 ， 某 一 原先 被 认为 很 有 意义 的 问题 也 可 能 随 着 时 间 
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的 推移 面 失去 了 茜 日 的 光辉 。 

(5》 元 数学 的 观点 。 所 谓 元 数学 的 观点 ， 笼 统 地 说 ， 即 是 指 
关于 应 当 如 何 去 从 事 数学 研究 的 见解 。 其 中 ， 有 些 观 点 是 较为 稳 
定 的 。 例 如 ， 数 学 家 的 任务 通常 就 被 认为 是 应 当 获 得 真 的 数学 命 
题 ， 并 为 之 提供 必要 的 论证 以 及 予以 适当 的 系统 化 等 等 。 另 一 些 
成 分 则 具有 较为 明显 的 时 代 特 征 。 例 如 ， 基 切 朱 认为， 以 下 的 几 
种 观点 是 特别 重要 的 : 第 一 ,关于 证 明 严格 性 的 标准 ， 第 二 ,关于 
数学 范围 的 见解 ;第 三 ， 数 学 内 部 各 个 分 支 的 排列 顺序 ;第 四 , 关 
于 特定 类 型 研究 的 重要 性 的 判定 。 

基 切 尔 并 强调 指出 ,元 数学 的 观点 常常 并 未 得 到 明确 的 表述 ， 
而 只 是 体现 在 各 个 时 代 的 具体 的 数学 活动 之 中 ， 另外， 这 些 观 点 
虽然 可 能 是 对 先前 的 成 功 实践 进行 反省 的 结果 ， 但 在 更 多 的 情况 
下 却 是 通过 早期 的 训练 不 自觉 地 形成 的 。 由 此 可 见 ， 基 切 尔 所 谓 
的 元 数学 观点 与 库 恩 所谓 的 范式 是 较为 接近 的 。 

最 后 ， 基 切 尔 还 曾 对 现代 的 元 数学 观点 进行 了 具体 分 析 。 他 
指出 ， 就 上 述 的 四 个 基本 成 分 而 言 ， 现 代 的 数学 家 一 般 持 有 如 下 
的 见解 : 第 一 ， 证 明 在 原则 上 应 当 是 可 以 形式 化 的 ， 第 二 ， 所 有 
的 数学 都 可 以 借助 于 标准 的 集合 理论 (例如 ，ZF 系 统 ) 得 到 表 述 ， 
第 三 ， 集 合 论 是 最 基本 的 数学 分 支 ; 第 四 ,与 特殊 的 研究 相 比 ,一 
般 的 研究 是 更 为 重要 的 。 基 切 尔 认为 ， 只 须 将 这 四 个 观点 与 先前 
数学 家 的 相应 观点 进行 比较 ， 我 们 即 可 十 分 清楚 地 看 出 元 数学 思 
起 的 变化 。( 可 参见 kThe Nature of Mathematical Knowledge», 第 188 一 
192 页 .) 

3。 分析 与 评论 

对 于 基 切 尔 的 上 述 论点 可 以 作出 如 下 的 综合 分 析 : 

第 一 ， 在 数学 活动 的 诸 元 素 中 ,元 数学 的 观点 是 特别 重要 的 。 
这 不 仅 是 因为 关于 证 明 严 格 性 〈 以 及 问题 重要 性 等 ) 的 一 般 观点 
(这 是 属于 元 数学 观点 的 ?决定 了 什么 样 的 证 明 (及 问题 等 ) 是 可 以 
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接受 的 ,从 而 可 以 被 列 入 所 接受 的 论证 集 (及 所 接受 的 问题 集 等 ) ， 
而 且 是 因为 这 一 关于 数学 活动 的 分 析 本 身 即 为 元 数学 观点 中 最 基 
本 成 分 的 直接 反映 , 即 数学 家 的 工作 目标 是 获得 这 样 的 数学 命 古 ， 
它们 可 以 借助 于 这 一 时 代 的 语言 得 到 表述 ， 并 是 那些 被 认为 是 重 
要 的 问题 的 解答 ， 同 时 则 又 建立 在 可 接受 的 论证 之 上 。 
第 二 ， 依 据 上 面 的 分 析 ， 对 于 基 切 尔 所 列举 的 数学 活动 的 五 
个 成 分 邑 可 作出 如 下 的 归 类 ， 
,语言 (L) 
所 接受 的 问题 的 集合 (Q》 
| 客 现成 分 、 所 接受 的 论证 的 集合 (R) 
数学 活动 所 接受 的 命题 的 集合 (S ) 
(主观 成 分 ， 元 数学 的 观点 (M ) 


另外 ， 各 个 客观 成 分 之 间 的 关系 则 可 简单 表述 如 下 ， 


第 三 ， 对 所 谓 的 元 数学 观点 还 可 作出 如 下 的 进一步 区 分 ， 


技术 性 成 分 
元 数学 的 观点 二 六 


其 中 ,所 谓 的 “技术 性 成 分 " 即 是 指 关 于 证 明 严 格 性 、 问 题 重要 性 的 
一 般 标准 ;另外 ,“ 哲 学 性 成 分 ? 则 是 指 一 般 的 数学 哲学 思想 。 即 如 
数学 基础 的 研究 所 已 清楚 地 表明 的 ,上 述 的 两 种 成 分 既 有 所 区 别 ， 
_ 同 时 又 是 互相 联系 、 密 切 相关 的 。 例 如 ， 直 党 主义 等 学 派 关 于 证 
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衣 严 和 烙 性 、 问 题 重 要 性 的 标准 以 及 数学 各 分 支 排列 顺序 的 观点 就 
是 其 数学 哲学 思想 的 具体 体现 。 也 正 是 在 这 样 的 意义 上 ， 我 们 认 
为 ， 基 切 尔 关于 元 数学 轴 想 的 分 析 过 多 地 强调 了 其 中 的 技术 性 成 
分 ， 而 作为 元 数学 观点 的 完整 分 析 则 应 赋予 数学 哲学 思想 以 更 多 
的 重视 。 

第 四 ， 基 切 尔 曾经 提 及 他 的 关于 数学 活动 的 分 析 并 不 是 完全 
的 ， 但 同时 却 又 认为 他 所 列举 的 各 个 成 分 是 必要 和 充分 的 (可 参见 
«The Nature of Mathematical Knowledge»， 第 164 页 )。 上 述 关 于 元 数 
学 思想 中 技术 性 成 分 与 哲学 性 成 分 的 区 分 即 已 表明 基 切 尔 的 分 析 
并 不 是 充分 的 。 另 外 ， 应 当 指出 的 是 ， 即 使 就 所 说 的 客观 成 分 而 
言 ， 基 切 尔 所 列举 的 各 个 成 分 也 是 不 充分 的 ， 即 应 补充 (或 者 说 ， 
应 当 更 明确 地 强调 ) 另 外 一 些 成 分 。 例 如 ， 所 接受 的 思维 形式 (的 
集合 ) 就 是 这 样 一 种 成 分 。 

具体 地 说 ， 与 关于 证 明 严 格 性 或 问题 重要 性 的 标准 相 比 ， 关 
于 思维 形式 合理 性 (可 接受 性 ) 的 标准 应 当 说 是 较为 含糊 的 ;但 是 ， 
这 样 的 标准 无 疑 又 是 存在 的 。 例 如 ， 是 否 允 许 由 洪 无 限 到 实 无 限 
的 “飞跃 2， 事 实 上 就 构成 了 所 谓 的 “法 无 限 论 者 (例如 , 直 党 主义 
者 ) 与 “ 实 无 限 论 者 ”( 例 如 ， 柏 拉 图 主义 者 ) 的 一 个 根本 分 歧 。 从 
而 ， 就 如 关于 论证 可 接受 性 的 一 般 标准 (这 属于 元 数学 思想 ) 与 
所 接受 的 论证 集 的 区 分 一 样 ， 在 此 我 们 不 仅 应 当 明 确 提出 作为 元 
数学 思想 又 一 组 成 威 分 的 关于 思维 形式 可 接受 性 的 标准 〈 这 与 基 
切 尔 所 说 的 “关于 特定 类 型 研究 的 重要 性 的 判定 是 较为 接近 的 )， 
而 且 应 当 引 进 所 接受 的 思维 形式 的 集合 一 一 显然 ， 后 者 即 构成 了 
数学 活动 的 又 一 重要 (的 客观 ) 成 分 。@ 

第 五 ， 就 现代 元 数学 思想 的 分 析 而 言 ， 我 们 认为 ， 基 切 尔 所 


@ 应 当 指 出 ,关于 思维 形式 合理 性 的 分 析 正 在 逐步 深入 并 事实 上 构成 了 数学 方 
法 论 (数学 启发 法 ) 研 究 的 一 个 重要 内 容 。 对 此 可 参见 下 面 的 讨论 及 6，3 节 。 
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列举 的 四 个 观点 并 不 能 被 看 成 现代 数学 观 的 集中 表现 。 事 实 上 ,由 
前 一 章 的 讨论 我 们 已 经 知道 ， 现 代数 学 研究 的 决定 性 特点 即 在 于 
模式 这 一 概念 在 其 中 占据 了 核心 的 地 位 :在 (现代 ) 数学 中 ， 我 们 
是 通过 模式 的 构成 ， 并 以 模式 为 直接 对 象 来 从 豆 客 观 世 界 量 性 规 
律 性 的 研究 的 。 从 而 ， 模 式 观 的 数学 思想 就 应 说 是 现代 元 数学 思 
想 的 核心 内 容 。 显 然 ， 这 也 就 更 为 清楚 地 表明 了 基 切 尔 关于 数学 
活动 分 析 的 不 充分 性 。 

最 后 ， 应 当 指出 ， 其 他 一 些 学 者 也 曾 对 数学 活动 及 有 关 的 问 
题 进行 了 独立 的 研究 。 

例如 ， 和 牛津 大 学 的 邓 莫 尔 (C。Dunmore) 女 士 在 自己 的 博士 
论文 《数学 发 展 中 的 革命 和 演变 》 中 就 曾 提 出 数学 活动 (她 称 之 为 
“数学 世界 ”一 一 这 是 由 数学 共同 体 在 某 个 特定 时 刻 所 一 致 地 接受 
的 ) 是 由 以 下 的 六 种 成 分 组 成 的 ，@ 概念 ， @ 术语 及 符号 ; 四 
定义 、 公 理 和 定理 ，@ 证 明 的 方法 与 问题 的 解答 ，@ 问题 与 猜 
想 ， @ 元 数学 的 准则 。 

另外 ， 曼 替 顿 斯 (了 。Mehrtons) 在 一 篇 题 为 《 库 恩 的 理论 
与 数学 ， 关 于 数学 “新 编 年 史 ” 的 讨论 》 的 论文 中 则 更 为 具体 地 讨 
论 了 如 何 将 “专业 质 基 ?的 概念 应 用 于 数学 的 问题 . 曼 替 顿 斯 指出 , 
数学 的 “专业 质 基 ” 应 当 包 括 以 下 的 成 分 ，@ 关于 特定 模型 的 信 
念 。 这 是 指 关于 数学 的 “形而上学 ”观点 ， 即 如 “数学 是 量 的 科 
学 >、 形式 主义 及 逻辑 主义 的 数学 观 等 。@@ 准则 。 即 如 我 们 应 当 
如 何 去 从 事 数 学 的 研究 ,所 获得 的 结果 应 当 如 何 予 以 表述 ,以 及 关 
于 问题 和 方法 的 评价 标准 等 。@ 范例 。 这 是 指 用 以 表明 应 当 如 何 
去 从 事 研究 的 具体 例子 。 范 例 应 当 包括 基本 梳 念 、 标 准 的 问题 解 
答 、 特 定 的 术语 及 符号 等 ， 其 本 身 并 应 具有 普遍 的 意义 。@ 概 
念 。 如 函数 的 概念 等 。 就 其 在 数学 研究 中 的 作用 而 言 ， 曼 赫 顿 斯 
指出 ， 这 是 与 库 轧 所 谓 的 “符号 的 一 般 化 ”较为 接近 的 。@ 标准 
的 问题 。 这 是 指 某 些 在 数学 研究 中 经 常 遇 到 的 问题 ， 如 分 解 、 重 
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新 表述 、 公 理化 及 一 般 化 等 。 曼 替 顿 斯 并 指出 ， 对 于 数学 的 “ 专 
业 质 基 " 还 可 列举 出 更 多 的 成 分 。( 可 参见 CT.S Kuhn’s theories and 
Mathematics: A discussion paper on the“New Historiography”of Mat- 
hematics»，“Historia Mathematica””,1976 年 ,第 3 期 ， 第 307-312 页 .) 

对 上 述 的 工作 进行 综合 分 析 ， 容 易 看 出 ， 尽 管 这 些 学 者 所 列 
举 的 数学 活动 的 各 个 成 分 并 不 完全 相同 ， 但 他 们 又 都 是 以 数学 共 
同体 、 而 不 是 以 个 别 的 数学 家 为 对 象 进行 分 析 的 ; 另外， 他 们 所 
列举 的 成 分 又 都 不 仅 包 括 了 理论 ,方法 等 “客观 成 分 ”， 而 且 也 包 
括 了 元 数学 的 思想 。 由 此 ， 我 们 也 就 可 以 更 清楚 地 看 到 库 恩 的 范 
式 理论 (更 广泛 地 说 ， 即 是 一 般 的 科学 哲学 研究 ) 对 于 现代 数学 哲 
学 的 重大 影响 。 

由 于 这 些 方面 在 先前 的 数学 哲学 研究 中 常常 是 为 人 们 所 忽视 
的 ， 因 此 ， 从 总 体 上 说 ， 这 些 新 的 研究 的 开展 就 是 一 个 具有 深远 
意义 的 重要 进步 。 

4。 数 学 发 展 的 合理 性 

如 前 所 述 ， 基 切 尔 关 于 数学 活动 的 分 析 在 很 大 程度 上 可 以 看 
成 库 思 的 科学 哲学 理论 在 数学 中 的 推广 应 用 ， 然 而 ， 就 数学 发 展 
的 合理 性 问题 而 言 ， 基 切 尔 所 采取 的 立场 却 是 与 库 恩 的 非 理 性 主 
义 立场 直接 相对 立 的 ， 因 为 ， 某 切 尔 明确 地 主张 ， 数 学 发 展 的 合 
理性 问题 是 可 以 历史 地 予以 说 明 的 ， 从 而 对 数学 的 发 展 就 持 有 理 
性 主义 的 立场 。 一 般 地 说 ， 现 代数 学 哲学 中 关于 数学 发 展 合理 性 
问题 的 讨论 可 以 说 是 更 为 直接 地 反映 了 库 恩 与 波 普尔 科学 哲学 理 
论 的 一 个 重要 分 歧 。 因 为 , 波 普尔 对 科学 发 展 持 理 性 主义 的 立场 ， 
即 认为 对 科学 发 展 的 合理 性 可 以 作出 合理 的 解释 一 一 这 事实 上 也 
就 是 波 普尔 所 谓 的 “科学 发 现 的 逻辑 ”的 根本 依据 所 在 〈 按 照 波 
普尔 学 派 的 解释 ， 后 者 就 是 关于 科学 合理 性 的 理论 ， 也 即 是 一 组 
用 以 评价 现成 的 、 业 已 得 到 明确 表述 的 理论 的 规则 )， 与 此 相反 ， 
库 恩 则 认为 范式 的 改变 是 一 种 神秘 的 转变 ， 它 完全 属于 (社会 ) 心 
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理学 的 范围 ， 不 受 、 也 不 可 能 受理 性 规则 的 支配 ， 从 而 ， 在 科学 
中 就 根本 无 理性 可 言 。 

与 一 般 科 学 哲学 中 的 理性 主义 观点 一 样 ， 基 切 尔 关 于 数学 发 
展 的 理性 主义 观点 也 建立 在 数学 发 展 模式 的 具体 分 析 之 上 。 基 切 
尔 指 出 ， 数 学 发 展 的 实际 过 程 可 能 是 十 分 复杂 、 各 不 相同 的 ， 但 
是 ， 这 些 过 程 又 都 是 由 一 些 较为 简单 的 基本 模式 组 合 而 成 的 ， 因 
此 ， 如 果 我 们 能 对 这 些 基 本 模式 的 合理 性 作出 解释 (或 者 说 ,如 能 
给 出 这 样 的 规则 ， 借 此 即 可 判定 有 关 的 变化 是 否 为 合理 的 ) ,数学 
发 展 的 合理 性 就 在 一 定 程 度 上 得 到 了 说 明 。 

基 切 尔 所 谓 的 数学 发 展 的 基本 模式 包括 问题 的 解决 、 问 题 的 
提出 、 系 统 化 、 严 格 化 及 一 般 化 等 五 种 。 对 于 这 几 种 模式 及 其 合 
理性 问题 ， 基 切 尔 作 了 如 下 的 说 明 ， 

(1) 问题 的 解决 。 这 是 指 通过 引进 某 种 新 的 论证 而 获得 了 某 
个 (或 某 些 ) 被 认为 是 重要 的 数学 问题 的 解答 。 由 于 这 不 仅 直接 导 
致 了 所 接受 的 命题 集 的 扩张 ， 而 且 也 往往 造成 了 语言 的 变化 ， 因 
此 ,如 果 采 用 前 面 所 引进 的 关于 数学 活动 的 五 元 组 的 表示 方 法 的 
话 ， 这 一 变化 模式 就 可 表示 为 : 

LL,M,Q,R,S)——L’,M,Q’,R’,S’> 

基 切 尔 认为 ， 问 题 的 解决 这 一 事实 本 身 就 已 清楚 地 表明 了 这 
一 发 展 模式 的 合理 性 (收获 的 大 小 是 与 所 解决 问题 的 重要 性 成 正 
比 的 )， 但是， 由 于 我 们 是 以 数学 活动 为 基本 单位 考察 数 学 发 展 
的 ， 因 此 ， 在 较为 复杂 的 情况 下 ， 我 们 就 应 通过 更 为 深入 的 分 析 
来 作出 综合 的 判断 。 例 如 ， 如 果 问 题 的 解决 建立 在 一 种 不 那么 严 
格 的 论证 方法 之 上 (无 穷 小 分 析 就 是 这 样 的 例子 ) ， 而 这 种 方法 的 
普遍 应 用 则 不 仅 造成 了 理解 上 的 困难 ,并 且 可 能 导致 错误 的 结论 ， 
这 时 我 们 就 应 对 所 说 变化 的 得 失 进行 全 面 的 衡量 ， 而 又 只 有 在 新 
的 数学 活动 所 带 来 的 (所 能 设想 到 的 ) “收益 ”大 于 (所 能 设想 到 的 ) 
“损失 ?时 ， 这 种 变化 才能 被 认为 是 合理 的 。 
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(2》 问题 的 产生 。 这 一 模式 按照 所 说 问题 的 产生 方式 又 可 分 
成 以 下 的 两 类 : 

第 一 ， 语 言 扩展 导致 的 问题 产生 。 这 是 指 由 于 在 语言 中 引进 
了 新 的 成 分 而 导致 的 新 的 问题 一 一 这 些 问题 即 是 关于 这 些 新 的 语 
盲 威 分 的 。 例 如 ， 数 的 概念 的 每 一 次 扩张 其 直接 表现 即 是 新 的 概 
念 ( 词 项 ) 的 引进 ， 而 又 只 需 通 过 类 比 我 们 即 可 以 这 种 新 数 为 对 象 
而 提出 大 量 的 问题 。 例 如 ， 新 数 的 运算 是 否 满足 已 知 的 运算 规律 
等 。 显 然 ， 这 一 发 展 模式 即 可 表示 为 

人,M,Q ,R,S)> 一 一 一 ,M,Q' ,R,S> 

第 二 ， 所 接受 的 命题 集 的 扩展 导致 的 问题 产生 。 这 是 指 由 于 
获得 了 新 的 结论 而 导致 的 新 闻 题 。 例 如 ， 如 果 所 获得 的 是 肯定 的 
的 解答 ， 我 们 就 立即 遇 到 了 如 何 将 这 一 结果 加 以 推广 的 问题 〈 这 
是 与 下 面 所 说 的 “一 般 化 ”直接 相 联系 的 )， 反之， 如果 所 获得 的 
是 否定 的 解答 ， 我 们 则 又 应 当 考虑 如 何在 新 的 、 加 强 了 的 条 件 下 
去 从 事 进一步 的 研究 。 这 一 发 展 模式 可 以 表示 为 : 

《LL,M,Q.,R,S> >L,M,Q’ ,R,S’»>。 

基 切 尔 认为 ， 上 述 发 展 模式 的 合理 性 也 是 十 分 明显 的 ， 如果 
新 的 问题 具有 明显 的 现实 意义 或 数学 意义 ， 这 种 发 展 就 是 合理 
的 


(3) 一 般 化 。 这 里 所 说 的 一般 化 主要 是 指 语言 的 扩展 ， 也 即 
引进 了 新 的 更 为 一 般 的 概念 。 基 切 尔 指出 ， 这 一 发 展 模式 的 合理 
性 主要 在 于 一 般 化 的 过 程 必然 包含 了 对 于 所 说 对 象 本 质 特性 的 分 
离 ， 由 于 这 种 特性 在 先前 往往 未 能 清楚 地 为 人 们 所 认识 ,因此 ,一 
般 化 的 过 程 就 直接 导致 了 认识 的 深化 。 例 如 ， 康 托 的 超 穷 数理 论 
的 建立 就 是 一 个 一 般 化 的 过 程 ， 即 是 把 数 的 概念 由 有 限 扩展 到 了 
无 限 ， 而 又 正 是 这 种 一 般 化 的 过 程 促使 人 们 更 清楚 地 认识 到 了 数 
的 本 质 特性 ， 如 有 穷 数 与 无 穷 数 的 对 立 ， 基 数 与 序数 的 区 分 等 。 
(4) 严格 化 。 这 是 指 用 较为 严格 的 论证 去 取代 原先 的 不 那么 
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严格 的 论证 ， 或 丰 用 精确 定义 的 概念 去 取代 先前 的 较为 含糊 的 概 

念 。 由 于 所 说 的 取代 过 程 ( 特 别 是 概念 的 取代 ) 往 往 是 与 所 接受 的 

命题 集 的 变化 直接 相 联 系 的 ， 因 此 ， 这 一 变化 模式 就 可 表述 为 ， 
<,M,Q,R,S) 一 一 4L' ,M,Q ,R' ,S' >。 

严格 化 通常 被 认为 是 一 种 合理 的 发 展 ， 但 是 , 基 切 尔 认为 ,对 
此 我 们 也 应 作 具 体 的 分 析 。 例 如 ， 就 数学 基础 的 研究 (这 显然 属 
于 严格 化 的 范围 ) 而 言 ， 基 切 尔 认为 ， 这 种 研究 并 非 都 是 合理 的 ， 
而 只 有 当 基 础 问题 的 解决 构成 了 深入 开展 相应 的 数学 研究 的 必要 
前 提 时 这 种 研究 才 是 合理 的 一 一 从 而 ， 如 果 单 纯 地 为 了 解决 悖 论 
而 从 事 数学 基础 研究 就 不 能 说 是 一 种 合理 的 发 展 。@ 

一 般 地 说 ， 基 切 尔 指出 ， 只 有 在 不 进行 概念 的 澄清 或 论证 的 
严格 化 就 无 法 解决 被 认为 是 重要 的 数学 问题 时 ， 这 种 追求 更 大 的 
严格 性 的 研究 才能 被 认为 是 合理 的 。 另 外 ， 由 于 严格 化 的 过 程 也 
可 能 造成 一 定 的 “损失 ”， 例 如 ， 原 来 的 推理 方式 的 否定 可 能 意味 
着 变 失 了 一 个 有 效 的 方法 ， 新 的 论证 或 语言 也 可 能 具有 一 定 的 观 
病 ， 因 此 ,在 此 同样 应 当 通过 对 于 所 说 变化 的 得 失 的 全 面 衡量 ,我 
们 才能 对 其 合理 性 作出 正确 的 判断 。 

(5) 系统 化 。 这 是 指 先 前 被 认为 是 不 相关 的 成 分 (命题 、 论 
证 、 问 题 ) 的 统一 。 这 种 发 展 的 基本 形式 之 一 是 公理 化 ， 另 外 ,新 
的 概念 或 新 的 表达 方式 的 引进 也 可 能 起 到 统一 的 作用 一 一 对 此 基 
切 尔 称 为 是 “借助 于 概念 化 而 实现 的 系统 化 ”。 例 如 ， 一 般 形式 的 
微分 问题 和 积分 问题 的 提出 即 是 后 一 种 发 展 的 典型 例子 。 

系统 化 的 合理 性 显然 在 于 这 种 发 展 有 利于 认识 的 深化 ， 诸 如 
揭示 了 先前 被 认为 是 互 不 相关 的 成 分 的 联系 ， 以 及 理论 的 整体 性 
结构 等 。 另 外 ， 由 于 系统 化 常常 造成 了 元 数学 思想 的 变化 ， 即 如 

@ 如 果 采 用 科学 次 学 的 术语 ,这 也 就 是 说 ， “反常 > 的 出 现 并 不 等 于 “危机 "。 由 
此 我 们 也 就 可 以 更 清楚 地 厦 到 库 思 科学 哲学 思想 的 影响 。 
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数学 的 集合 论 解释 (这 也 是 ~- 个 借助 概念 化 而 实现 的 系统 化 ) 就 改 
变 了 数学 家 们 关于 数学 内 在 次 序 的 认识 ,因此 ,在 基 切 尔 看 来 ， 我 
们 也 就 可 以 通过 这 样 的 途径 对 元 数学 思想 变化 的 合理 性 作 出 说 
明 。 

5。 进 一 步 的 分 析 

对 于 基 切 尔 的 上 述 论点 可 以 综合 分 析 如 下 : 

第 一 ， 数 学 发 展 的 合理 性 在 数学 哲学 的 研究 中 应 当 说 是 一 个 
长 期 为 人 们 所 忽视 的 问题 。 之 所 以 出 现 这 样 的 情况 ,在 很 大 程度 上 
是 由 于 数学 的 发 展 常常 被 认为 是 真理 的 单纯 积累 ， 也 即 无 可 怀疑 
的 命题 在 数量 上 的 单纯 增长 ,从 而 其 合理 性 似乎 也 就 是 自明 的 。 然 
而 ,上 面 的 分 析 已 经 清楚 地 表明 ,我 们 应 当 以 包含 多 种 成 分 的 数学 
活动 ， 而 不 能 单纯 地 以 所 接受 的 命题 集 为 对 象 去 考察 数学 的 历史 
发 展 ， 另 外 ,数学 发 展 的 合理 性 其 本 身 又 只 是 一 个 相对 的 概念 , 即 
只 能 通过 新 旧 数 学 活动 的 比较 得 到 说 明 。 从 而 ， 总 的 来 说 ， 我 们 
就 应 当 对 数学 发 展 的 合理 性 及 与 此 直接 相关 的 数学 发 展 的 模式 、 
动力 等 问题 作出 更 为 深入 的 研究 一 一 在 笔者 看 来 ， 这 事实 上 也 就 
是 基 切 尔 上 述 研究 的 根本 意义 所 在 。 

应 当 指出 的 是 ， 上 述 问题 的 研究 不 仅 对 于 数学 哲学 的 研究 有 
逢 重要 的 理论 意义 ， 而 且 对 于 数学 史 的 研究 也 有 着 重要 的 指导 意 
义 (又 由 于 历史 的 研究 无 疑 为 当前 的 工作 提供 了 必要 的 借鉴 ， 因 
此 ， 在 这 样 的 意义 上 ， 上 述 研究 对 于 实际 的 数学 研究 也 具有 一 定 
的 指导 意义 )。 事 实 上 ， 数 学 哲学 与 数学 史 研究 的 紧密 结合 正 是 
玖 切 尔 研 究 的 一 个 重要 特点 (对 此 也 可 追溯 到 库 恩 )。 例 如 ， 基 切 
尔 本 人 就 曾 明确 指出 ， 关 于 数学 活动 的 分 析 及 数学 发 展 合理 性 的 
论述 为 数学 史 的 具体 研究 提供 了 新 的 指导 思想 ， 另 外 ， 基 切 尔 在 
自己 著作 的 最 后 一 章 中 也 曾 以 很 大 篇 幅 对 微 积分 理论 的 历史 发 展 
进行 了 具体 分 析 ， 而 其 目的 就 是 希望 能 以 此 来 证 明 自己 的 理性 主 
义 观点 的 正确 性 。 
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第 二 ， 犹 如 前 面 关于 数学 活动 诸 成 分 的 进一步 分 析 ， 我 们 在 
此 也 可 对 基 切 尔 所 列举 的 各 种 发 展 模式 作 适 当前 归 类 。 具 体 地 说 ， 
问题 的 提出 与 问题 的 解决 应 当 说 是 数学 发 展 的 纯粹 形式 。 因 为 ， 
我 们 在 此 并 没有 指明 所 涉及 的 问题 的 类 型 ， 而 一 切 发 展 则 又 必然 
表现 为 问题 的 提出 与 解决 ， 另 外 ， 一 般 化 、 严 格 化 与 系统 化 则 是 
实质 性 的 指导 原则 ， 因 为 ， 正 是 对 于 一 般 化 、 严 格 性 及 系统 化 的 
追求 导致 了 相应 的 新 的 研究 问题 的 产生 (或 者 说 ， 表 明了 什么 样 
的 研究 问题 [从 纯粹 数学 的 角度 看 ] 是 较为 重要 的 )。 从 而 就 有 ， 

数学 发 展 的 纯粹 形式 ， 

| 是 的 提出 一 | 问题 的 解决 一 -| 问题 的 提出 | 一 二 

| 实质 性 的 指导 原则 ， 


| Ee Fie) ae 

一 般 地 说 ,一 般 化 ,严格 化 及 系统 化 这 三 个 指导 性 原则 即 是 表 
明了 什么 样 的 研究 〈 更 准确 地 说 ， 什 么 样 的 思维 形式 ) 是 合理 的 
(或 者 说 ， 可 能 导致 合理 的 发 展 )。 当 然 ， 任 何 指导 性 原则 都 不 可 
能 保证 相应 研究 绝对 的 合理 性 。 但 是 ， 这 种 原则 对 于 实际 的 数学 
研究 显然 又 具有 重要 的 方法 论 意义 ， 从 而 ， 我 们 也 就 有 必要 从 这 
样 的 角度 去 从 事 进 一 步 的 研究 。 

正 是 在 这 样 的 意义 上 ， 我 们 认为 基 切 尔 的 工作 可 以 、 也 应 当 
予以 进一步 的 发 展 。 例 如 ,在 一 般 化 与 系统 化 的 方向 上 可 以 提出 一 
些 更 为 明确 的 指导 性 法 则 ， 另 外 ,除去 所 已 提 及 的 这 三 个 原则 外 ， 
我 们 还 可 补充 另外 一 些 可 能 的 指导 性 法 则 ， 诸 如 特殊 化 与 一 般 化 
一 样 在 数学 研究 中 也 占有 十 分 重要 的 地 位 。 由 于 上 述 研究 主要 属 
于 数学 方法 论 的 范围 ,因此 我 们 将 在 第 六 章 中 对 此 作 具 体 的 讨论 。 
事实 上 ， 由 所 作 的 讨论 已 经 可 以 清楚 地 看 出 ， 数 学 方法 论 与 关于 
数学 发 展 合理 性 的 研究 是 密切 相关 的 。 

第 三 ， 应 当 指出 ， 基 切 尔 关 于 数学 发 展 的 理性 主义 观点 是 与 
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他 的 经 验 主义 数学 观 直 接 相 联 系 的 。 具 体 地 说 ， 基 切 尔 为 数学 的 
历史 发 展 描绘 了 这 样 一 幅 图 景 ， 人 们 最 先 具 有 的 是 所 谓 的 原始 数 
学 知识 ， 它 们 所 涉及 的 是 具体 的 事物 ， 即 是 关于 物理 对 象 的 有 关 
操作 的 (例如 、 育 集 与 分 离 等 )。 由 于 这 些 知识 建立 在 直接 经 验 
之 上 ， 因 此 就 是 直接 可 靠 的 "。 其 次 ， 由 直接 可 靠 的 数学 知识 出 
发 ， 通 过 一 系列 的 合理 变化 ( 即 上 述 的 五 种 发 展 )， 逐 步 产生 了 依 
次 相 接 的 各 个 数学 活动 ， 直 至 现代 的 数学 活动 。 由 于 原始 数学 知 
识 是 可 靠 的 ， 所 经 历 的 变化 又 都 是 合理 的 ， 因 此 ， 逐 步 产 生 的 数 
学 知识 也 就 是 可 靠 的 ， 又 由 于 从 历史 的 角度 看 数学 可 靠 性 的 最 终 
源泉 在 于 实践 (经 验 )， 因 此 ， 在 基 切 尔 看 来 ， 上 述 分 析 也 就 清楚 
地 表明 了 数学 的 经 验 性 。 

基 切 尔 的 论点 是 有 一 定 道理 的 。 但 是 ， 我 们 认为 ， 为 了 说 明 
数学 的 经 验 性 (更 恰当 地 说 ， 是 数学 的 现实 真理 性 )， 不 仅 应 当 从 
历史 的 角度 去 进行 论证 ， 而 且 还 应 从 数学 研究 的 最 终 目标 (或 者 
说 ， 主 要 目标 》 进行 分 析 。 这 也 就 如 前 面 所 已 指出 的 ， 数 学 的 经 
验 性 是 从 整体、 过程、 总 和 、 趋 势 、 泉 源 ?等 方面 进行 综合 分 析 
的 结果 。 另 外 ， 除 去 数学 的 经 验 性 ， 我 们 同时 又 应 明确 地 肯定 数 
学 的 拟 经 验 性 ， 也 即 应 当 提倡 和 坚持 数学 真理 的 层次 理论 。 

最 后 ， 应 当 指出 ， 基 切 尔 的 上 述 论述 事实 上 也 包括 了 关于 数 
学 发 展 动力 的 分 析 。 基 切 尔 主要 强调 了 来 自 数学 内 部 的 动力 ， 即 


如 对 于 一 般 化 ,严格 性 和 系统 化 的 追求 等 。 基 切 尔 并 曾 从 十 分 一 般 ”- 


的 角度 对 这 种 来 自 内 部 的 动力 进行 了 分 析 。 他 写 道 :“ 一 个 数学 活 
动 的 各 个 成 分 之 间 永 远 不 会 是 完全 和 谐 的 ， 而 又 正 是 对 和 谐 性 的 
和 追求 导致 了 数学 的 发 展 。” («The Nature of Mathematical Knowled- 
ge», 第 164 页 ) 此 外 ， 基 切 尔 也 曾 明确 强调 了 外 部 因素 的 作用 。 例 
如 , 基 切 尔 指出 ,数学 概念 或 原理 中 的 某 些 困 难 最 初 就 是 在 把 这 些 
概念 和 原理 应 用 于 科学 之 时 发 现 的 ， 从 而 ， 观 察 和 实验 也 就 以 一 
种 间接 的 方式 影响 着 数学 的 发 展 ， 另 外 ， 外 部 因素 的 最 主要 表现 
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则 显然 在 于 以 下 的 事实 ， 即 在 对 数学 问题 的 重要 性 进行 判 断 时 ， 
我 们 不 仅 要 考虑 到 它 的 数学 意义 ， 而 且 应 当 考 虑 到 它 的 实际 意 
义 。 

综 上 可 见 ， 尽 管 关于 数学 发 展 合理 性 问题 的 讨论 在 一 定 意义 
上 可 以 看 成 由 科学 哲学 的 研究 进行 “移植 ?的 结果 ， 但 是 ， 这 一 问 
题 确实 又 应 当 被 看 成 现代 数学 哲学 研究 的 一 个 重要 课题 。 


5.2 ”数学 中 的 革命 


对 于 数学 的 发 展 可 以 从 各 种 不 同 的 角度 去 进行 研究 。 除 去 发 
展 的 合理 性 问题 ， 另 一 较为 重要 的 即 是 数学 中 有 无 革命 的 问题 。 
后 一 问题 的 研究 也 是 以 一 般 的 科学 哲学 研究 为 直接 背景 的 。 具 体 
地 说 ， 尽 管 波 普尔 与 库 恩 在 科学 知识 增长 的 一 系列 基本 问题 上 持 
有 直接 相对 立 的 观点 ， 例 如 ， 库 恩 提出 了 常规 科学 时 期 与 革命 时 
期 的 区 分 ， 而 波 普 尔 则 认为 科学 的 发 展 充满 了 革命 ， 从 而 就 不 存 
在 所 谓 的 常规 时 期 ， 然 而 ， 他 们 又 都 肯定 了 科学 革命 的 存在 及 其 
重要 意义 。 显 然 ， 在 这 样 的 背景 下 ， 人 们 自然 地 会 考虑 到 数学 中 
是 否 存 在 有 革命 的 问题 。 例 如 ， 在 1974 年 于 美国 召开 的 科学 史学 
会 第 五 十 届 年 会 以 及 同年 举行 的 “现代 数学 的 进展 ”的 讨论 会 上 ， 
就 都 进行 了 关于 数学 革命 的 专题 讨论 。 

就 数学 哲学 的 深入 研究 而 言 ， 关 于 数学 革命 的 讨论 是 有 着 重 
要 意义 的 。 因 为 ， 这 是 一 种 根深 蒂 固 的 观念 ， 就 是 认为 数学 的 发 
展 是 无 可 怀疑 的 真理 在 数量 上 的 单纯 增加 ， 而 上 述 问题 的 讨论 则 
促使 了 人 们 去 进行 新 的 思考 和 研究 ， 这 不 仅 提供 了 关于 数学 发 展 
及 其 规律 性 的 新 的 见解 ， 而 且 也 加 深 了 人 们 对 于 什么 是 数学 以 及 
什么 是 革命 等 一 系列 基本 问题 的 理解 。 下 面 就 从 这 样 的 角度 对 有 
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关 的 观点 作 一 介绍 。 

1。 况 伦 瓦 的 “第 十 定律 ” 

很 多 数学 家 都 曾 明 确 表 达 过 关于 数学 发 展 的 纯粹 积累 性 的 观 
点 ， 并 认为 这 是 数学 与 其 它 科学 的 一 个 重要 区 别 。 例 如 ， 傅 里 叶 
(J。Fourier) 在 1822 年 这 样 写 道 :“ 这 一 困难 的 科学 [数学 ] 是 逐步 
形成 的 ， 但 它 保存 了 所 曾 获得 的 每 一 原则 ， 它 在 人 类 思维 的 众多 
变异 与 错误 之 中 逐步 增长 并 使 自己 不 断 获 得 加 强 。 另 外 , 汉 山 尔 
(了 .Hankel) 在 1869 年 也 曾 写 道 : 在 大 多 数 科学 中 新 的 一 代 摧 筑 
了 上 一 代 人 所 建立 起 来 的 东西 …… 唯 有 在 数学 中 每 一 代 人 在 先前 
的 建筑 上 添加 了 新 的 一 层 。”( 转 引 自 M. Crowe: «Ten “Laws” Qon- 
cerning Patterns of Change in the History of Mathematics», 载 “ Hist- 
oria Mathematica”，1975 年 ,第 2 期 , 第 165 页 .) 就 这 种 观念 的 现代 表述 
而 言 ;美国 圣 玛 丽 亚 大 学 的 克 伦 瓦 (M.Crowc) 教 授 的 断言 则 是 最 
为 简 炼 和 直截了当 的 。 在 一 篇 题 为 《关于 数学 史 中 变 化 模式 的 十 
条 “定律 2 的 论文 中 ， 克 伦 瓦 给 出 了 关于 数学 发 展 的 十 条 “定律 ”。 
其 中 ,所 谓 的 “第 十 定律 ? 即 是 指 “ 数 学 中 从 来 没有 革 命 "。( 同 上 ， 第 
165 页 。 ) 

克 伦 瓦 并 曾 对 这 一 “定律 ? 作 了 如 下 的 解释 : 第 一 ， 克 伦 及 认 
为 ， 革 命 的 最 基本 特征 是 ， 某 个 先前 存在 的 对 象 (国王 、 宪 法 或 理 
论 等 ) 被 推翻 并 无 可 挽回 地 遭 到 了 废弃 ， 他 并 由 此 而 提出 了 关于 
革命 性 的 发 现 与 构成 性 的 发 现 的 区 分 一 一 后 者 是 指 新 的 创造 并 不 
伴随 有 对 于 先前 理论 的 推翻 。 第 二 ， 克 伦 瓦 认为 ， 数 学 的 历史 发 
展 是 构成 性 的 而 不 是 革命 性 的 。 例 如 , 克 伦 瓦 指出 , 欧 氏 几何 并 没 
有 为 各 种 非 欧 几何 所 推翻 ， 而 是 与 后 者 同时 存在 的 。 第 三 ， 克 伦 
瓦 突出 地 强调 了 “数学 中 ”这 一 状语 ， 指 出 他 的 断言 仅仅 是 就 数学 
本 身 而 言 的 ， 而 如 果 就 数学 的 术语 、 符 号 、 元 数学 思想 (例如 , 数 
学 的 形而上学 ) 及 方法 论 等 进行 分 析 生 话 ， 革 命 就 完全 是 可 能 的 。 

由 于 克 伦 瓦 如 此 明确 地 作出 了 “数学 中 没有 革命 "的 断言 ， 因 
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此 ， 就 引起 了 关于 数学 革命 的 一 场 讨 论 。 这 就 如 同 吉 列 斯 (D. 
Gillies) 所 形象 地 描述 的 :“ 克 伦 瓦 在 这 场 关 于 数学 革命 的 讨论 中 
打出 了 第 一 个 球 ”。 

2。 对 于 克 伦 瓦 “第 十 定律 "的 驶 斥 

对 于 克 伦 瓦 提出 的 “第 十 定律 ”， 一 些 数学 哲学 家 与 数学 史家 
表达 了 明确 的 不 同意 见 。 例 如 曼 替 顿 斯 和 道 本 (J。Dauben) 就 曾 
分 别 从 不 同 的 角度 对 “数学 中 没有 革命 ”的 说 法 进行 了 驳斥 。 

(1) 正如 《 库 恩 的 理论 与 数学 : 关于 数学 “新 编 年 史 ” 的 讨 
论 》 这 一 标题 所 清楚 地 表明 的 ， 曼 雷 顿 斯 在 这 一 论文 中 所 涉及 的 
主要 是 能 否 (或 者 说 ， 如 何 ) 将 库 恩 的 科学 哲学 理论 应 用 于 数学 史 
研究 的 问题 。 由 于 “革命 ” 正 是 库 恩 理 论 中 的 一 个 基本 概念 ,因此 ， 
曼 赫 顿 斯 在 这 一 论文 中 也 就 直接 涉及 到 了 “数学 中 是 否 存在 革命 ” 
的 问题 。 

针对 克 伦 瓦 * 数 学 中 从 来 没有 革命 ”的 说 法 ， 曼 赫 顿 斯 提出 ， 
任何 一 个 具体 的 数学 命题 或 理论 都 具有 一 个 十 分 广泛 的 背景 ， 即 
我 们 总 是 在 一 个 特定 背景 下 去 认识 各 个 数学 命题 和 理论 的 。 例 如 ， 
今天 的 函数 概念 与 18 世 纪 的 函数 概念 就 是 很 不 相同 的 ;现今 所 谓 
的 “近世 代数 "与 19 世 纪 的 代数 也 有 着 惊人 的 区 别 。 一 般 地 说 ， 曼 
赫 顿 斯 认为 ， 数 学 的 内 容 与 其 术语 、 符 号 、 方 法 论 以 及 元 数学 思 
想 是 不 可 分 割地 联系 在 一 起 的 ， 因 此 ， 我 们 就 不 可 能 对 克 伦 瓦 所 
谓 的 “数学 中 ”这 一 限定 的 内 涵 作 出 明确 的 说 明 ， 与 此 相反 ， 方 法 
论 、 符 号 学 等 的 变化 事实 上 就 应 被 看 成 数学 中 的 变化 ， 从 而 ， 对 
于 这 些 方面 革命 性 变化 的 确认 也 就 是 对 于 数学 中 革命 的 确认 。 另 
外 ， 曼 赫 顿 斯 指出 ;尽管 没有 什么 数学 理论 为 人 们 所 完全 抛弃 ， 
但 是 ， 很 多 理论 业已 过 时 ， 或 已 有 了 如 此 巨大 的 变化 以 致 与 先前 
相 比 可 以 说 是 完全 不 同 的， 而 这 种 变化 又 往往 是 一 门 学 科 的 “内 
容 * 与 形而上学" 的 变化 交互 作用 的 结果 。? 因 此 ， 总 的 来 说 ,在 曼 
赫 顿 斯 看 来 , “数学 史 中 确 实 存在 有 可 以 称 之 为 “革命 ' 的 事件 ”， 
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而 这 也 就 清楚 地 表明 了 克 伦 瓦 关 于 “数学 中 没有 革命 "的 断言 是 错 
误 的 。( 参 见 «<T. 5S. Kuhn’s Theories and Mathematics: A Discussion 
paper on the “New Historiography” of Mathematics», 同 前 ， 第 301-303 
页 .) 
(2) 如 果 说 曼 蔡 顿 斯 对 于 克 伦 瓦 的 批 驶 主要 是 强调 了 数学 活 
动 的 整体 性 ， 也 即 是 通过 “数学 ”这 一 概念 内 涵 的 分 析 进 行 的 ， 那 
么 ， 道 本 的 论述 则 是 从 另 一 不 同 的 角度 进行 的 ， 即 集中 在 “革命 ” 
这 一 概念 的 分 析 上 。 

道 本 在 一 篇 题 为 《概念 革命 和 数学 史 一 一 知识 增长 的 两 个 案 
例 》 的 论文 中 写 道 ,对 于 克 伦 瓦 教授 所 采用 的 关于 “革命 ?的 定义 
自然 可 以 提出 异议 。 没 有 必要 对 此 作出 所 说 的 限制 。" 具 体 地 说 ,与 
克 伦 瓦 关 于 革命 即 为 “新 的 对 于 先前 东西 的 推翻 这 一 定义 相反 ， 
道 本 认为 ， 革 命 主要 是 指 发 生 了 如 此 巨大 的 变化 ， 以 致 与 先前 表 
现 出 明显 的 不 连续 性 ， 而 且 ， 在 经 历 了 这 种 变化 以 后 ， 就 再 也 不 
可 能 回覆 到 旧 的 状态 。 就 数学 而 言 ， 道 本 进一步 指出 ， 由 于 纯粹 
数学 家 们 所 关注 的 只 是 自己 理论 的 相 容 性 ， 而 并 不 考虑 这 一 理论 
是 否 正确 地 反映 了 外 部 的 某 个 确定 的 实在 ， 因 此 ， 数 学 的 发 展 就 
必然 是 积累 性 的 ， 即 新 的 理论 并 没有 推翻 先前 的 理论 ， 而 只 是 对 
所 已 获得 的 结果 加 以 补充 、 阐 明 ， 并 使 之 一 般 化 ， 从 而 获得 更 完 
备 、 更 有 力 、 更 深刻 的 “问题 解答 ”， 但是， 由 于 革命 并 不 只 是 指 
具有 “破坏 性 ?的 剧烈 变革 ,而 主要 是 指 发 展 的 不 连续 性 (或 者 可 以 
形容 为 “不 同 层次 间 的 飞跃 ”)， 因 此 ,这 种 关于 发 展 积累 性 的 断言 
就 并 不 等 于 说 数学 中 没有 革命 。( 参 见 “Conceptual Revolutions and 
the History of Mathematics—Two studies in the growth of Knowledge», 
载 “Transformation and Tradition in the Sciences”, ed. E. Mendelsohn, 
Cambridge Univer. Press, 1984 年 ， 第 83-93 页 .) 

与 克 伦 瓦 的 第 十 “定律 "直接 相对 立 ， 道 本 明确 断言 : 数学 中 
确实 存在 有 革命 。 例 如 ， 道 本 指出 ， 古 希腊 关于 不 可 公 度 量 〈 线 
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段 ) 的 发 现 及 康 托 超 穷 集合 论 的 创立 就 是 这 样 的 实例 。 因 为 ,这 两 
个 发 展 都 造成 了 数学 如 此 巨大 的 进步 ， 以 致 完 全 突破 了 先前 研究 
的 局 限 性 ， 从 而 造成 了 革命 性 的 变化 。 

应 当 强 调 的 是 , 道 本 所 谓 的 变化 不 仅 是 就 数学 的 客观 成 分 ,而 
且 也 是 就 数学 观 而 言 的 ， 即 如 对 已 有 的 理论 作出 新 的 不 同 解释 ， 
研究 方向 的 转移 ， 以 及 思维 方式 的 改变 等 。 进 而 ， 作 为 数学 革命 
的 性 质 的 具体 分 析 ， 道 本 又 突出 强调 了 新 的 发 展 与 原先 的 概念 杠 
架 的 不 相 容 性 ， 即 这 种 发 展 是 不 可 能 在 原先 的 概念 框架 中 得 以 实 
现 的 。 例如， 就 不 可 公 度 量 的 发 现 而 言 ， 道 本 指出 ， 由 于 先前 的 
毕 达 哥 拉 斯 派 的 算术 理论 仅仅 局 限于 离散 数 及 其 比 ， 从 而 就 无 法 
容纳 与 不 可 公 度 量 相对 应 的 无 理 数 ， 因 此 ， 新 的 发 现 就 促使 古 希 
腊 人 去 进行 新 的 研究 ， 并 最 终 导致 了 由 旧 的 算术 理论 到 一 种 新 的 
比例 理论 的 革命 性 发 展 。 道 本 写 道 :“ 作 为 其 直接 后 果 ， 在 欧 多 克 
斯 以 后 再 不 会 有 人 像 毕 达 哥 拉 斯 派 那样 去 看 待 数学 ， 并 认为 从 那 
时 起 并 没有 什么 变化 了 。 我 们 也 不 能 认为 欧 多 克 斯 仅仅 是 在 先前 
的 相当 不 错 的 理论 中 添加 了 点 什么 ."( 同 上 ， 第 88 页 。) 

综 上 所 述 ， 道 本 认为 : “革命 在 数学 史 中 不 仅 是 可 能 的 ， 而 且 
是 已 经 发 生 了 的 。”( 同 上 ， 第 82 页 ，) 事 实 上 ， 在 道 本 看 来 ， 除 了 所 
已 提 及 的 两 个 例子 外 ， 虚 数 的 引进 ， 非 欧 几 何 的 建立 ， 集 合 论 收 
论 的 发 现 ， 以 及 哥 德 尔 的 不 完备 性 定理 等 ， 也 都 可 以 被 看 成 数学 
革命 的 实际 例子 。@ 

(3) 应 当 指 出 ， 克 伦 瓦 后 来 也 曾 对 自己 的 观点 作 了 一 定 的 修 
正 。 在 一 篇 题 为 6 关于 数学 及 其 历史 的 十 种 错误 观念 》 的 论文 中 , 克 
伦 瓦 指出 ， 他 先前 提出 的 关于 数学 中 从 来 没有 革命 的 观点 建立 在 


@ 除去 正面 的 论证 以 外 , 道 本 还 曾 提出 了 这 样 的 思想 : 对 于 新 发 现 的 反对 可 以 
看 成 对 于 其 革命 性 的 最 好 度量 。 这 也 就 是 说 ， “革命 既 存 在 于 新 思想 本 身 所 具有 的 新 
颖 性 之 中 ， 同 样 也 存在 于 对 于 业已 存在 的 反对 的 克服 之 中 。”( 同 上 ， 第 94 页 。) 
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这 样 一 种 观念 之 上 ， 即 数学 命题 是 永远 正确 的 (或 者 说 ,是 不 可 证 
伪 的 ); 由 于 他 现在 已 经 认识 到 这 种 关于 数学 及 其 历史 的 观念 是 不 
正确 的 ， 因 此 ， 克 伦 瓦 事实 上 就 在 一 定 程度 上 修正 了 先前 的 关于 
数学 革命 的 观点 。 

促使 克 伦 瓦 认 识 到 上 述 错误 的 直接 原因 是 拉 卡 托 斯 等 人 所 给 
出 的 一 些 历史 实例 。 例 如 ， 在 《证 明 与 反驳 》 这 一 著名 论著 中 ， 拉 
卡 托 斯 就 曾 通过 笛 卡 儿 一 欧 拉 猜想 这 一 案例 的 历史 分 析 ， 清 楚 地 
表明 了 数学 的 发 展 并 不 是 无 可 怀疑 的 真理 在 数量 上 的 单纯 增长 ， 
而 是 一 个 充满 了 大 胆 的 猜想 、 严 格 的 检验 和 反驳 的 复杂 过 程 。@ 
这 也 就 是 说 ， 就 各 个 时 代 所 接受 的 数学 命题 而 言 ， 其 中 也 包含 了 
大 胆 的 猜想 及 错误 的 结论 ， 而 只 是 随 着 数学 的 进步 这 些 猜 想 及 错 
误 才 分 别 获得 了 严格 的 证 明 与 纠正 一 一 显然 ， 这 事实 上 也 就 意味 
着 对 于 先前 所 接受 的 某 些 命题 的 否定 。 

如 前 所 述 ， 拉 卡 托 斯 等 人 关于 数学 发 展 的 观点 构成 了 所 谓 的 
经 验 主义 或 拟 经 验 主 义 数学 观 的 一 个 重要 组 成 部 分 ， 但是， 就 现 
在 的 论题 而 言 ， 这 里 所 涉及 的 却 主要 是 这 种 对 错误 的 纠正 能 否 看 
成 是 真正 的 革命 的 问题 。 即 如 前 面 所 已 指出 的 ， 克 伦 瓦 对 此 是 持 
肯定 态度 的 ， 他 并 因此 在 一 定 程度 上 改变 了 自己 对 于 数学 革命 的 
观点 ;但 是 ， 也 有 人 持 有 不 同 的 看 法 。 例 如 ， 邓 莫 尔 就 曾 明确 指 
出 , 拟 经 验 主义 者 充分 注意 到 了 数学 发 展 的 这 一 事实 , 即 数学 的 历 
史 并 不 仅仅 是 由 无 可 怀疑 的 真理 的 汇集 所 构成 的 ， 而 是 包括 了 许 
多 在 一 段 时 期 内 并 未 得 到 发 现 的 错误 ,以 及 对 于 不 相 容 性 的 (有 时 
甚至 是 有 意识 的 ) 容 忍 ;但 是 ， 这 并 不 等 于 说 对 于 错误 定理 或 证 明 
的 纠正 即 构成 了 革命 ， 因 为 ， 错 误 的 发 现 与 纠正 很 难说 是 一 种 出 
烈 的 变化 ， 从 而 ， 我 们 也 就 不 能 把 放弃 错误 的 数学 结果 看 成 数学 
中 的 革命 。(«Evolution and Revolution in the development of Mathcma-~ 


@ 可 参见 6.2 节 。 
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ticsy， 第 81! 页 .) 由 此 可 见 , 即 使 克 伦 瓦 本 人 在 一 定 程度 上 修正 了 不 先 
的 观点 ， 这 也 并 不 意味 着 关于 数学 革命 的 讨论 的 终结 。 

3。 其 它 的 研究 

上 面 所 介绍 的 曼 幸 顿 斯 与 道 本 的 论述 具有 很 强 的 针对 性 ， 即 
主要 是 批判 克 伦 瓦 关 于 数学 中 不 存在 革命 的 结论 的 ; 除 此 以 外 ,还 
存在 有 另外 一 些 研究 ， 它 们 并 不 具有 很 强 的 针对 性 ， 而 主要 是 希 
望 对 数学 革命 的 问题 作出 进一步 的 分 析 。 例 如 ， 邓 莫 尔 女士 在 上 
面 提 到 的 博士 论文 《数学 发 展 中 的 革命 和 演变 ?中 就 曾 以 较 大 篇 幅 
讨论 了 数学 革命 的 问题 ， 并 明确 地 提出 了 自己 对 这 一 问题 的 见 
解 。 

邓 莫 尔 关于 数学 革命 的 观点 在 一 定 意义 上 即 可 看 成 对 于 克 伦 
瓦 及 其 反对 者 观点 的 一 种 综合 。 具 体 地 说 ， 即 如 克 伦 瓦 认 为 在 数 
学 中 并 无 革命 ， 而 革命 却 可 能 发 生 在 术语 、 符 号 、 元 数学 思想 及 
方法 论 之 中 ， 邓 莫 尔 也 明确 提出 了 这 样 的 观点 ， 数学 中 的 革命 仅 
限于 元 数学 的 层次 ， 而 如 果 就 对 象 层次 进行 分 析 的 话 ， 就 不 存在 
革命 (推翻 ?或 “破坏 ?意义 上 的 革命 )。 然 而 ， 由 于 邓 莫 尔 也 认为 
数学 是 一 种 人 类 活动 ， 即 是 一 种 包括 了 多 种 成 分 的 复合 体 〈 其 中 
既 有 所 谓 的 对 象 成 分 ， 也 有 所 谓 的 元 数学 成 分 )， 因 此 ,在 邓 莫 尔 
看 来 ， 由 元 数学 中 革命 的 存在 性 我 们 就 应 当 进而 断言 数学 中 存在 
有 革命 ， 这 样 ， 就 最 终 的 结论 而 言 ， 她 又 是 与 曼 赫 顿 斯 和 道 本 相 
一 致 的 。 

为 了 论证 自己 观点 的 正确 性 ， 邓 莫 尔 同样 对 数学 历史 上 的 一 
些 重要 发 展 进行 了 分 析 。 邓 莫 尔 认为 ， 毕 达 哥 拉 斯 学 派 关 于 不 可 
公 度 线段 的 发 现 及 无 理 数 和 虚数 的 引进 ， 公 理化 方法 在 古 希腊 的 
确立 ， 非 欧 几 何 及 四 元 数 的 建立 ,分 析 的 严格 化 ， 以 及 康 托 超 穷 
集合 论 的 创立 等 ， 都 是 这 样 的 实例 ， 它 们 标志 着 元 数学 思想 的 革 
命 ， 但 是 ， 就 对 象 层次 而 言 , 尽 管 已 有 的 理论 获得 了 新 的 意义 ( 解 
释 ), 却 又 都 只 是 一 种 保存 性 的 变化 ， 即 并 没有 发 生 对 已 有 理论 的 
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推翻 。 

为 了 更 清楚 地 说 明 数 学 革命 的 性 质 ， 邓 莫 尔 曾 借用 了 拉 卡 托 
斯 科学 哲学 理论 中 关于 科学 研究 纲领 的 思想 来 对 此 进行 分 析 ， 

如 所 知 ， 拉 卡 托 斯 所 谓 的 科学 研究 纲领 即 是 指 前 后 密切 相关 
的 理论 系列 ， 而 其 核心 成 分 则 就 是 所 谓 的 纲领 的 硬 核 一 一 这 是 由 
一 个 较为 灵活 的 保护 带 顽强 地 予以 保护 的 ， 以 及 所 谓 的 启发 法 
一 一 正面 启发 法 和 反面 启发 法 。 将 科学 研究 纲领 的 思想 应 用 到 数 
学 之 中 ， 邓 莫 尔 指出 ， 作 为 科学 共同 体 一 员 的 数学 家 的 研究 活动 
即 可 看 成 是 一 种 科学 研究 纲领 (应 当 指 出 ,对 于 科学 研究 纲领 是 可 
以 从 不 同 层次 上 进行 分 析 的 。 例 如 ， 从 大 的 范围 看 ， 形 式 主义 与 
直觉 主义 即 可 看 成 两 个 不 同 的 研究 纲领 ， 另 外 ,从 较 小 的 范围 看 ， 
牛顿 与 莱 布 尼 效 关于 微 积 分 理论 的 不 同 研究 也 可 看 成 两 个 不 同 的 
研究 纲领 ) ,而 这 种 研究 纲领 主要 地 又 是 由 他 们 的 元 数学 思想 所 决 
定 的 ， 或 者 说 ， 元 数学 思想 构成 了 这 种 研究 纲领 的 硬 核 中 最 主要 
的 成 分 。 从 而 ， 在 邓 莫 尔 看 来 ， 数 学 中 的 革命 也 就 可 以 更 为 具体 
地 表述 为 科学 研究 纲领 的 转变 。 她 写 道 :“ 在 一 个 科学 研究 纲领 得 
到 建立 时 ， 其 中 就 包括 了 由 数学 的 元 数学 成 分 中 所 抽出 的 一 组 评 
价 标准 ， 而 且 同 时 也 产生 了 关于 新 结果 的 一 些 预 期 。 研 究 纲领 的 
进行 有 时 是 十 分 顺利 的 ; 然而 , 有 时 却 会 出 现 未 曾 预料 的 结果 ,这 
就 迫使 数学 共同 体 改变 自己 的 观点 ， 特 殊 地 ， 如 果 这 种 改变 最 终 
导致 了 对 于 纲领 硬 核 中 一 个 主要 成 分 的 废弃 ， 也 即 转向 了 另 一 个 
具有 不 同 内 核 的 纲领 ， 这 就 是 革命 。 这 种 革命 的 转变 是 由 数学 的 
元 数学 成 分 ， 而 并 非 是 由 它 的 定理 [对 象 ] 成 分 所 造 成 的 。”( 同 前 ， 
第 111 页 。) 

例如 ， 就 数 的 概念 的 历史 发 展 而 言 ， 邓 莫 尔 提出 ， 这 是 一 个 
历史 的 事实 ， 即 尽管 负数 与 虚数 的 概念 很 早 就 被 证 明 具 有 一 定 的 
数学 意义 ， 但 是 ， 在 很 长 的 时 期 内 ， 这 些 概念 却 一 直 未 能 为 大 多 
数 数 学 家 所 接受 ， 其 至 到 了 19 世 纪 ， 也 还 有 一 些 数学 家 对 此 表示 
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极 大 的 怀疑 与 不 信任 。 对 于 这 一 “奇怪 的 "现象 ， 邓 莫 尔 认为 ， 这 
主要 是 因为 当时 的 数学 家 具有 这 样 一 种 元 数学 思想 : 数学 是 量 的 
科学 ， 而 量 的 概念 则 又 狭义 地 被 理解 为 只 是 与 “多少 ”、“ 大 小 "这 
样 的 问题 有 关 ， 这 样 ， 数 的 概念 在 当时 也 就 被 认为 是 与 计数 或 度 
量 直 接 相 联系 的 一 一 由 此 ， 无 理 数 的 概念 能 够 较 快 地 为 人 们 所 接 
受 就 是 不 足 为 奇 的 了 ， 因 为 ， 它 们 显然 具有 直接 的 度量 意义 ， 与 
此 相反 ， 负 数 与 虚数 的 概念 则 就 因为 不 具有 明显 的 度量 意义 而 被 
认为 并 非 “真正 的 数 ”"， 并 在 很 长 的 时 期 内 遭 到 了 大 多 数 数学 家 的 
拒绝 。 显 然 ， 在 这 样 的 意义 上 ， 人 负数 与 虚数 的 概念 最 终 为 人 们 所 
接受 也 就 表明 了 元 数学 思想 的 一 次 革命 ， 先 前 的 关于 数学 是 “ 量 
的 科学 ”的 观点 现在 被 认为 是 过 于 狭窄 了 ,从 而 就 被 一 种 新 的 观点 
所 取代 ， 而 后 者 最 终 则 又 导致 了 现代 的 数学 观 ， 即 认为 数学 是 关 、 
于 抽象 结构 的 研究 。 

另外 ， 邓 莫 尔 还 曾 对 四 元 数 的 革命 性 质 进 行 了 分 析 。 她 指出 ， 
在 了 哈密 尔 顿 (W。Hamilton) 创 立 四 元 数理 论 以 前 ， 数 学 家 们 (或 
者 说 ， 数 学 共同 体 ) 所 从 事 的 主要 是 这 样 一 种 数学 研究 纲领 :他们 
力图 把 数学 的 研究 对 象 由 具体 的 数 扩展 到 一 般 的 表达 式 ， 并 认为 
这 些 代数 式 的 运算 应 当 继续 满足 数 的 运算 法 则 ， 如 加 法 与 乘法 的 
交换 律 、 结 合 律 等 。 例 如 ,英国 数学 家 皮 科 克 (G。 了 eacock) 提 出 
的 “型 的 永恒 性 原理 ? 即 可 看 成 这 种 元 数学 思想 的 集中 表现 。@ 正 
是 由 于 这 种 元 数学 思想 的 影响 ， 哈 密 尔 顿 在 创立 四 元 数理 论 的 过 
程 中 就 经 历 了 长 达 15 年 的 犹 斑 时 期 ， 因 为 ， 四 元 数 的 乘法 并 不 满 
足 交换 律 ， 但 是 ， 哈 密 尔 顿 最 后 终于 突破 了 这 种 历史 的 局 限 性 并 
建立 了 四 元 数理 论 ， 而 这 事实 上 也 就 标志 着 元 数学 思想 的 一 个 革 
命 (数学 家 们 因此 转向 了 一 个 新 的 研究 纲领 ) 一 一 但 这 又 仅仅 是 元 
数学 层次 上 的 革命 。 因 为 ， 不 可 交换 代数 的 建立 并 不 意味 着 对 于 
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可 交换 代数 的 废弃 。 (参见 “Evolution and Revolution in the Devel- 
opment of Mathematics» ,第 四 章 .) 

邓 英 尔 的 分 析 是 有 一 定 道理 的 但 是 ,这 里 显然 又 存在 着 其 它 
一 些 问 题 需要 作 进 一 步 的 研究 。 首 先 ， 我 们 应 当 如 何 去 看 待 对 象 
层次 上 的 变化 。 对 此 邓 莫 尔 也 曾 指出 ， 尽 管 在 对 象 层次 上 并 不 存 
在 任何 “推翻 "意义 上 的 革命 ， 但 是 ,这 又 并 非 是 真理 的 单纯 积累 。 
因为 ， 吕 然 昌 的 概念 和 理论 并 未 遭 到 废弃 ， 但 它们 的 意义 却 可 能 
由 于 元 数学 思想 的 变化 而 有 所 改变 。 从 而 ， 我 们 也 就 有 必要 对 这 
种 变化 的 性 质 作出 进一步 的 分 析 。 其 次 ， 我 们 又 应 对 数学 史上 一 
些 具有 深远 影响 的 变革 作出 更 为 具体 的 分 析 ， 并 明确 地 指出 这 些 
变革 的 意义 。 例 如 ， 非 欧 几 何 的 建立 就 是 一 个 有 待 于 进一步 分 析 
的 例子 。 对 此 著名 数学 史学 家 克 莱 因 曾经 指出 :“ 在 19 世 纪 所 有 复 
杂 的 技术 创造 中 间 ， 最 深刻 的 一 个 ， 非 欧 几何 学 在 技术 上 是 最 简 
单 的 。 这 个 创造 引起 数学 的 一 些 重要 新 分 支 的 产生 ， 但 它 的 最 重 
要 的 影响 是 迫使 数学 家 们 从 根本 上 改变 对 数学 的 性 质 的 理解 ， 以 
及 对 它 和 物质 世界 的 关系 的 理解 ， 并 引出 关于 数学 基础 的 许多 问 
题 ， 这 些 问题 在 20 世 纪 仍然 进行 着 争 论 。”(《 古 今 数学 思想 》, 第 三 册 ， 
第 275 页 , ) 另 外 ， 以 下 的 事实 无 疑 地 使 得 这 一 研究 显得 更 为 重 要 、 
更 加 追 切 ， 即 数学 革命 问题 上 的 对 立 双方 都 曾 以 非 欧 几何 的 建立 
作为 自己 观点 的 有 力 论据 。 例 如 ， 克 伦 瓦 写 道 ;“ 欧 氏 几 何 并 没有 
为 各 种 非 欧 几何 所 推翻 ， 而 是 与 后 者 同时 存在 的 ”， 另 外 , 道 本 等 
人 则 把 非 欧 几何 的 建立 看 成 数学 革命 的 最 典型 例子 。 

就 非 欧 几何 的 问题 而 言 ， 笔 者 认为 ， 上 述 的 对 立 事实 上 表明 
了 这 一 发 展 的 确 具 有 一 定 的 双重 性 ， 在 元 数学 层次 上 的 革命 性 及 
在 对 象 层次 上 的 保守 性 。 具 体 地 说 ， 前 者 主要 是 指 由 此 而 导致 的 
几何 观 以 及 一 般 数 学 观 的 变化 ， 在 非 欧 几 何 建 立 以 前 ， 欧 氏 几 何 
被 认为 是 唯一 可 能 的 几何 理论 ， 而 数学 则 被 认为 是 对 于 现实 的 空 ~ 
间 及 数量 关系 的 直接 的 研究 ， 然 而 ， 由 于 非 欧 几何 的 建立 ， 几 何 
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的 研究 对 象 得 到 了 极 大 的 扩充 , 它 已 不 仅 是 对 于 现实 空间 的 研究 ， 
而 且 也 是 对 于 各 种 可 能 的 空间 的 研究 ， 另外， 几何 观 的 这 种 变化 
又 直接 导致 了 数学 观 的 变化 ， 特 别 是 ， 数 学 理论 被 赋予 了 多 重 的 
真理 性 。 这 也 就 是 说 ， 先 前 的 单一 的 数学 真理 观 现在 已 经 为 数学 
真理 的 层次 理论 所 取代 了 。 

在 此 我 们 还 可 从 方法 论 的 角度 对 非 欧 几何 建立 的 意义 作 一 分 
析 。 按 照 思 维 形式 的 不 同 ， 我 们 可 以 对 数学 的 抽象 思维 作出 同 向 
思维 与 道 向 思维 的 区 分 : 所 谓 同 向 思维 在 此 是 指 思维 在 原先 方向 
上 的 继续 ， 例 如 ， 类 比 联 想 及 归纳 法 在 数学 中 的 应 用 就 是 这 样 的 
例子 ， 另 外 ,所 谓 逆向 思维 则 是 指 与 原先 思维 相反 方向 上 的 思考 ， 
诸如 数学 中 关于 逆 运 算 的 研究 等 。( 可 参见 6.3 节 。) 显 然 , 从 这 
样 的 角度 去 进行 分 析 ， 非 欧 几何 的 建立 就 可 看 成 道 向 思维 的 一 种 
极端 形式 ， 在 此 我 们 不 仅 是 在 相反 的 方向 上 ， 而 且 是 在 直接 相对 
立 的 意义 上 去 探索 新 的 发 展 可 能 性 一 一 对 此 可 特 称 为 “ 舍 向 思 
维 ”。 由 于 悖 向 思维 是 与 原先 的 认识 直接 相对 立 的 ， 因 此 ， 相 应 的 
发 展 在 最 初 往往 就 造成 了 一 定 的 不 和 谐 性 (思维 混乱 或 形式 矛 、 
盾 ) ;但 是 ， 正 如 非 欧 几何 的 实例 所 清楚 地 表明 的 ， 这 种 发 展 最 终 - 
又 常常 导致 了 数学 的 重大 进步 ,因此 ,我 们 也 就 应 当 充 分 肯定 悖 向 
思维 的 积极 意义 。 事 实 上 ,除去 非 欧 几 何以 外 ,四 元 数 代数 及 超 穷 
集合 论 的 建立 也 可 看 成 悖 向 思维 的 实例 ， 另 外 ， 我 们 还 可 以 各 种 
奇异 性 结果 的 获得 为 例 来 进行 说 明 ,如 处 处 连续 而 不 可 微 的 函数 ， 
在 黎 曼 意义 下 可 积 但 又 具有 无 穷 多 个 间断 点 的 函数 等 ， 这 些 “ 反 
常 ?的 结果 都 曾 极 大 地 促进 了 数学 认识 的 深化 和 发 展 , 即 如 概念 的 
精确 化 、 理 论 的 严格 化 等 ( 正 因为 此 , 曼 赫 顿 斯 写 道 :“ 反 常 在 数学 
史 中 起 了 决定 性 的 作用 。?CeT. S.Kuhn's Theories and Mathematics: A 
Discussion paper on the“New Historigraph’” of Mathematics>， 同 前 ， 第 
304 页 )]; 最 后 ， 悖 论 的 发 展 显然 也 可 看 成 自 党 或 不 自觉 地 运用 伟 
向 思维 的 结果 。 
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由 于 新 的 发 展 最 终 是 以 达到 新 的 和 谐 性 为 主要 标志 的 一 一 就 
非 欧 几何 的 例子 而 言 ， 这 不 仅 是 指 对 象 层次 上 的 和 谐 性 ， 而 且 是 
指 元 数学 层次 上 的 和 谐 性 一 一 因此 ， 从 方法 论 的 角度 说 ， 我 们 就 
可 提出 所 谓 的 “ 悖 向 思维 和 谐 性 原则 ?”(6.3 节 )， 进 而 , 非 欧 几何 在 
方法 论 上 的 意义 则 就 可 以 说 是 表明 了 上 述 原则 的 合理 性 。 事 实 上 ， 
由 实例 的 分 析 可 以 看 出 ， 数 学 史上 的 革命 几乎 无 一 例外 地 都 是 自 
觉 或 不 自觉 地 运用 停 向 思维 的 结果 ， 从 而 ， 对 数学 革命 意义 的 肯 
定 也 就 是 对 于 悖 向 思维 意义 的 肯定 ， 而 这 也 就 从 又 一 角度 更 清楚 
地表 明了 非 欧 几何 建立 的 革命 性 质 。 
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第 6 章 


数学 方法 论 的 研究 


数学 方法 论 ， 笼 统 地 说 ， 是 对 于 数学 发 展 
规律 、 数 学 的 思想 方法 以 及 数学 中 发 现 、 发 明 
与 创造 等 法 则 的 研究 。 就 其 直 挝 的 论题 而 言 ， 
刍 学 方法 论 与 数学 哲学 的 研究 显然 是 有 所 区 别 
的 ,但 是 ,在 两 者 之 间 又 存在 着 一 定 的 相互 联系 
及 互相 制约 的 关系 。 例 如 ,公理 化 方法 的 历史 发 
展 即 是 与 数学 观 的 历史 演变 直接 相 联 系 的 ， 另 
外 ， 数 学 基础 的 研究 在 一 定 意义 上 就 可 看 成 数 
学 哲学 与 数学 方法 论 研 究 的 一 种 结合 ， 逻辑 主 
义 等 学 派 依据 一 定 的 数学 哲学 思想 发 展 起 了 具 
体 的 基础 研究 规划 ， 而 这 事实 上 也 就 包括 了 关 
于 数学 研究 方法 的 明确 规定 和 恨 制 ， 如 直觉 主 
义 的 构造 性 方法 、 希 尔 伯 特 的 元 数学 的 研究 方 
法 等 。 

就 数学 哲学 的 研究 而 言 ， 与 数学 方法 论 的 
密切 结合 是 有 其 重要 意义 的 。 因 为 ， 从 根本 上 
说 ,数学 哲学 必然 具有 方法 论 的 性 质 .也 正 因为 
此 ,数学 方法 论 就 可 看 成 数学 哲学 的 一 个 部 分 ; 
另外 ， 如 果 坚 持 数学 哲学 与 数学 方法 论 的 相对 
区 分 的 话 ， 数 学 方法 论 则 又 可 以 看 成 联系 数学 
哲学 与 实际 的 数学 研究 的 一 座 桥梁 (结合 点 )， 
只 有 通过 后 者 ， 数 学 哲学 才能 获得 必要 的 发 展 
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动力 和 检验 手段。 

为 了 更 清楚 地 说 明 问题 ， 在 此 还 可 通过 与 一 般 科学 哲学 研究 
的 简单 比较 来 进行 分 析 。 一 般 地 说 ， 西 方 的 科学 哲学 研究 是 有 着 
与 科学 研究 密切 相 联 系 的 优良 传统 。 如 弗 兰 西 斯 。 培根 与 波 普尔 
等 人 就 是 这 种 传统 的 优秀 代表 。@ 但 是 ， 就 其 现代 发 展 而 言 ， 却 
又 在 一 定 程度 上 表现 出 了 与 实际 的 科学 研究 相 脱离 的 不 良 倾向。 
例如 ， 在 一 些 人 看 来 ,科学 哲学 研究 的 主要 课题 (甚至 是 唯一 的 课 
题 ) 就 是 为 科学 活动 提供 这 样 的 解释 ,使 之 在 这 种 解释 下 成 为 是 合 
理 的 。 应 当 承认 ,这 种 研究 是 具有 一 定 意义 的 (特别 是 就 对 科学 中 
非 理性 主义 的 反对 而 言 )， 但 是 ,如 果 以 其 作为 最 主要 的 或 唯一 的 
主题 ， 显 然 就 极 大 地 降低 和 缩小 了 科学 哲学 研究 的 意义 和 作 用。 
另外 ， 在 一 些 科学 哲学 的 论著 中 。 甚 至 可 以 读 到 这 样 的 论述 :这 
里 的 研究 是 与 科学 家 的 实际 工作 毫 无 关系 的 。" 显 然 ， 如 果 按 照 这 
样 的 道路 发 展 下 去 ,科学 哲学 就 将 发 展 成 为 一 门 与 科学 无 关 的 “ 专 
门 学 问 "而 这 种 “专门 学 问 ? 实 质 上 却 是 毫 无 意义 的 东西 。( 当 然 ， 
这 里 所 说 的 “专门 化 *， 与 对 于 科学 哲学 的 专门 研究 或 形成 专门 的 
研究 队伍 并 不 是 一 回 事 。) 从 而 ， 在 所 说 的 意义 上 ,自沉 地 防止 和 
纠正 与 实际 的 科学 研究 相 脱 离 的 借 向 就 是 科学 哲学 现代 发 展 的 一 
个 重要 和 紧迫 的 任务 ， 而 其 中 的 重要 一 环 则 就 是 应 当 努力 加 强 科 
学 方法 论 的 研究 。 事 实 上 ， 弗 兰 西 斯 .培根 及 波 普尔 等 人 之 所 以 
能 在 科学 哲学 的 研究 中 作出 重要 贡献 ， 其 重要 原因 之 一 就 是 他 们 


@ 也 正 因为 此 ， 波 普尔 的 科学 哲学 理论 得 到 了 许多 科学 家 的 高 度 委 扬 。 例如 ， 
英国 诺 贝 尔 奖金 获得 者 生物 学 家 梅 多 沃 说 “我 认为 波 普尔 是 有 史 以 来 无 与 伦比 的 最 
伟大 的 哲学 家 "英国 天 文学 家 邦 迪 说 ,“ 科 学 就 是 科学 的 方法 ,科学 的 方法 就 是 波 普尔 
所 说 的 "澳大利亚 诺 贝尔 奖金 获得 者 生理 学 家 艾 克 尔 斯 说 科学 家 应 该 “阅读 和 思考 
波 普 尔 关 于 科学 哲学 的 著作 ,并 作为 他 们 科学 生涯 的 基础 。 笔 者 认为 ， 对 于 一 个 从 事 
科学 哲学 (不 是 一 般 上 哲学 ) 研 究 的 学 者 来 说 ,这 种 来 自 科 学 研究 第 一 线 的 直接 反响 是 最 
为 可 贵 的 。 
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高 度 重视 科学 方法 论 的 研究 。 例 如 ,《 科 学 发 现 的 逻辑 》 与 4 猜想 与 
反 驱 ?可 以 认为 是 波 普尔 在 科学 哲学 方面 的 最 重要 著作 ,而 这 两 部 
著作 无 论 就 其 标题 或 就 其 内 容 而 言 都 带 有 明显 的 方法 论 研究 的 色 
彩 。 ' 

以 科学 哲学 的 研究 为 借鉴 ， 在 数学 哲学 的 研究 中 我 们 也 就 应 
当 高 度 重视 数学 方法 论 的 研究 。 令 人 高 兴 的 是 ， 现 代 的 一 些 数学 
家 及 数学 哲学 家 已 经 积极 地 从 事 了 数学 方法 论 的 研究 。 在 这 一 章 
中 我 们 就 将 对 这 一 重要 的 发 展 作出 简要 的 介绍 。 

就 数学 方法 论 的 现代 发 展 而 言 ， 波 利 亚 (G。Polya) 和 拉 卡 
托 斯 的 研究 是 特别 重要 的 。 波 利 亚 以 “ 素 朴 而 现代 化 的 形式 ?复兴 
了 数学 启发 法 ,从 而 为 现代 的 数学 方法 论 研 究 商 定 了 必要 的 基础 ， 
拉 卡 托 斯 则 发 展 起 了 自己 独特 的 数学 发 现 的 逻辑 一 一 证 明和 反驳 
的 逻辑 ， 从 而 使 数学 方法 论 的 研究 达到 了 新 的 更 高 水 平 。 另 外 ,在 
此 我 们 还 应 特别 提 及 我 国 的 数学 方法 论 研究 ， 这 不 仅 是 因为 这 种 
研究 已 经 获得 了 一 些 有 意义 的 成 果 ， 从 而 得 到 了 普遍 的 欢迎 和 好 
评 ， 而 且 是 因为 这 种 研究 从 一 开始 就 体现 了 数学 工作 者 与 哲学 工 
作者 紧密 结合 的 特点 ， 而 这 事实 上 正 是 数学 方法 论 的 研究 能 够 得 . 
到 健康 发 展 的 一 个 必要 条 件 。@ 

下 面 就 分 别 对 波 利 亚 的 数学 启发 法 ， 拉 卡 托 斯 的 数学 发 现 的 
逻辑 ， 以 及 我 国 的 数学 方法 论 研究 进行 介绍 和 分 析 。 


@@ 当然， 在 此 不 应 排斥 这 样 的 可 能 性 ， 即 某 些 具有 较 高 科学 素养 的 哲学 家 (如 
波 普尔 ) 或 具有 较 高 哲学 素养 的 科学 家 (如 波 利 亚 ) 可 以 在 科学 方法 论 的 领域 中 作出 重 
要 的 贡献 ， 但 是 ,方法 论 研究 的 特殊 性 质 (一 个 好 的 方法 论 既 应 具有 一 定 的 具体 性 [ 直 
接 性 ?、 实 践 性 ， 又 应 具有 一 定 的 抽象 性 [ 问 接 性 ]、 理 论 性 ), 以 及 由 于 科学 的 高 度 发 
展 而 必然 导致 的 社会 分 工 ,显然 又 决定 了 在 方法 论 研究 中 我 们 必须 自觉 地 加 强 科学 家 
与 哲学 家 的 联盟 。 
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6.1 波 利 亚 的 数学 启发 法 


1。 数 学 启发 法 研究 的 意义 

为 了 清楚 地 了 解 波 利 亚 关 于 数学 启发 法 研究 的 意义 ， 必 须 结 
合 其 特定 的 历史 背景 进行 分 析 ， 而 后 者 则 又 可 以 通过 “科学 方法 
论 " 这 一 概念 不 同 涵义 的 简单 比较 得 到 说 明 。 

按照 习惯 的 用 法 或 通常 的 理解 ， 科 学 方法 论 即 是 关于 科学 方 
法 的 理论 。 其 中 ， 关 于 发 现 或 发 明 方法 的 研究 无 疑 是 最 重要 的 
另外 ， 在 更 为 一 般 的 意义 上 , 则 还 包括 了 关于 科学 研究 的 目的 、 科 
学 研究 的 程序 、 科 学 理论 的 表述 等 问题 的 分 析 和 讨论 。 

除去 这 种 常规 的 理解 外 , “科学 方法 论 " 这 一 概念 在 现代 的 科 
学 哲学 研究 中 还 获得 了 另 一 种 更 为 专门 的 意义 。 例 如 ， 拉 卡 托 斯 
在 《科学 研究 纲领 方法 论 》 中 写 道 : 现代 方法 论 ， 或 “发 现 的 逻辑 ” 
只 是 由 一 些 评价 现成 的 已 经 明确 表达 出 来 的 理论 的 规则 所 组 成 
的 。 这 些 规 则 或 评价 体系 ， 还 常常 作为 “科学 合理 性 的 理论 “分 
界 标准 或 “科学 的 定义 。 当 然 ， 在 这 些 规 范 规则 的 立法 范围 之 
外 ， 有 经 验 心理 学 和 发 现 的 社会 学 。"(《 科 学 研究 纲领 方法 论 》, 第 142 
页 。) 

“科学 方法 论 " 意 义 的 变化 当然 不 是 一 件 偶然 的 事 ， 而 是 反映 
了 相应 的 研究 思想 或 研究 倾向 的 改变 。 具 体 地 说 ， 上 述 的 变化 首 
先 表明 了 对 于 科学 发 现 的 心理 学 与 科学 发 现 逻 辑 的 明确 区 分 ， 而 
且 ， 按 照 后 一 种 理解 ， 科 学 方法 论 在 很 大 程度 上 就 被 等 同 于 科学 
发 现 的 逻辑 。 其 次 ， 按 照 后 一 种 理解 , “严格 意义 "上 的 发 现 ， 即 
理论 或 假说 的 初始 构思 ， 属 于 发 现 心理 学 的 范畴 ， 因 此 ， 科 学 方 
法 论 所 涉及 的 就 只 是 检验 的 问题 ， 即 如 何 对 业已 得 到 明确 表述 的 
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盟 论 或 假说 进行 检验 和 评价 ， 而 并 不 水 长 这 些 理论 或 假说 是 怎样 
获得 的 。 

上 述 的 认识 又 是 有 其 特定 的 思想 基础 或 背景 的 .从 历史 的 角 
度 看 ,这 些 认 识 即 是 逻辑 实证 主义 科学 哲学 思想 的 一 个 重要 组 成 
部 分 ,并 是 与 其 一 般 哲 学 思想 直接 相 联 系 的 。 首 先 ,按照 逻辑 实证 
主义 的 观点 ， 哲 学 的 方法 就 是 逻辑 分 析 的 方法 ,从 而 ,科学 方法 论 
也 就 等 同 于 科学 发 现 的 逻辑 ;而 且 , 这 种 关于 科学 发 现 逻 辑 的 研究 
最 终 则 又 应 当 为 一 般 的 哲学 研究 服务 ， 并 事实 上 构成 后 者 的 一 个 
有 机 组 成 部 分 。 其 次 ,与 17 世 纪 、 甚 至 18 世 纪 的 一 些 哲学 家 (例如 笛 
卡 儿 、 莱 布 尼 效 等 ) 不 同 ， 现 在 的 普遍 观念 是 ,并 不 存在 那 种 可 以 
用 以 作出 科学 发 现 ( 发 明 ) 的 机 械 方法 ， 也 即 所 谓 的 “万 能 方法 ”。 
特殊 地 ， 逻 辑 实证 主义 者 对 发 现 的 问题 与 检验 的 问题 进行 了 明确 
的 区 分 ， 并 认为 前 者 属于 心理 学 的 研究 范围 ， 而 发 现 的 逻辑 所 涉 
及 的 则 仅仅 是 检验 的 问题 。 例 如 , 莱 欣 巴赫 ( 吾 .Reichenbach) 就 
曾 明 确 指出 : “发现 的 方面 留 给 心理 学 分 析 ， 逻辑 只 过 间 检 验 的 广 
面 。”(«Elements of Symbolic Logic», New York: Macmillan, 1947 年 ,第 2 
页 .) 

逻辑 实证 主义 的 上 述 观念 主要 是 就 一 般 科学 方法 论 而 言 的 
但 是 , ' 由 于 逻辑 实证 主义 在 西方 哲学 界 曾 长 期 占据 主导 地 位 ， 因 
此 。 这 些 观 念 对 数学 方法 论 的 研究 也 就 产生 了 直接 的 影响 。 事 实 
上 ， 这 在 一 定 程度 上 已 经 成 为 一 种 普遍 的 信念 ， 即 认为 新 理论 或 
新 思想 的 产生 一 一 无 论 就 科学 理论 、 数 学 理论 ,或 是 就 文学 思想 、 
音乐 主题 而 言 一 一 都 属于 心理 学 的 研究 范围 ， 对 此 不 可 能 作出 四 
辑 的 分 析 ， 从 而 ,也 就 根本 不 存在 任何 真正 意义 上 的 发 现 的 方法 。 
另外 ， 就 数学 而 言 ， 上 述 的 信念 则 更 由 于 逻辑 主义 等 学 派 的 数学 
哲学 观 得 到 了 进一步 的 加 强 。 例 如 ， 按照 逻辑 主义 的 观念 ， 数 学 
真理 都 是 所 谓 的 重 言 式 ， 也 即 可 以 被 化 归 为 逻辑 真理 ， 从 而 在 数 
学 中 就 根本 不 存在 任何 真正 的 发 现 或 发 明 。 另 外 ， 如 果 把 数学 等 
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同 于 形式 系统 ， 那 么 ， 数 学 家 的 大 部 分 工作 就 只 是 按照 事先 给 定 
的 法 则 对 无 意义 的 符号 (序列 ) 进 行 机 械 的 组 合 和 变形 ， 而 这 当然 
也 不 能 被 看 成 真正 的 发 现 或 创新 ;进而 ,按照 形式 主义 的 观念 , 形 
式 系统 的 建立 又 完全 是 直 党 的 作用 ， 从 而 ， 也 就 不 可 能 存在 任何 
发 现 的 方法 。 x 
综 上 所 述 ， 由 于 一 般 科 学 哲学 的 影响 ， 也 由 于 数学 哲学 与 数 
学 方法 论 的 必然 联系 ， 人 们 就 一 度 形成 了 这 样 的 信念 ， 似 乎 在 数 
学 的 领域 中 ， 除 严格 的 逻辑 演绎 外 ， 别 无 其 它 的 方法 可 言 这样， 
传统 意义 上 的 发 现 方法 的 研究 就 陷入 了 困境 。 然而, 波 利 亚 关 
于 数学 启发 法 的 研究 却 使 这 种 情况 发 生 了 新 的 转折 。 因 为 ， 这 一 
研究 清楚 地 表明 了 数学 的 发 现 并 非 仅仅 属于 心理 学 的 研究 范围 ， 
而 是 一 个 可 以 进行 理性 分 析 的 领域 ， 从 而 就 不 仅 造成 了 启发 法 的 
复兴 ， 而 且 也 为 数学 方法 论 的 现代 研究 商定 了 必要 的 理论 基础 。 
2。 数 学 启发 法 的 性 质 
波 利 亚 是 美 籍 匈牙利 数学 家 ,在 分 析 数 学 、. 组 合 数 学 等 领域 中 
作出 过 重要 贡献 。 他 并 曾 以 数 十 年 的 时 间 痒 心 研究 数学 方法 论 和 
数学 教学 。 波 利 亚 在 数学 方法 论 领 域 中 的 主要 著作 为 《怎样 解 题 >、 . 
《数学 与 合 情 推理 》( 中 译本 为 《数学 与 猜想 》) 和 《数学 的 发 现 》。 这 
些 著作 对 现代 的 数学 研究 和 数学 教学 产生 了 十 分 重要 和 深远 的 影 
响 。 
《怎样 解 题 》 是 波 利 亚 在 数学 方法 论 领 域内 的 第 一 部 著作 。 波 
利 亚 在 这 一 著作 中 明确 地 提出 了 自己 的 工作 目标 “本 书 企图 用 素 
朴 而 现代 化 的 形式 复兴 启发 法 "， 而 他 所 谓 “ 启 发 法 ” 即 是 指 关 于 
“发 现 和 发 明 的 方法 和 规 什 ?的 研究 。(《 怎 样 解 题 》 科学 出 版 社 ,1985 
年 ， 第 112 页 。) 波 利 亚 并 曾 对 启发 法 的 历史 研究 作 耳 简单 回 显 。 他 
指出 ， 启 发 法 曾 有 过 很 长 的 历史 :“ 在 试图 建立 启发 法 体系 方面 最 
著名 的 是 笛 卡 儿 和 莱 布 尼 兹 ，…… 波 尔 查 诺 曾 提出 关于 启发 法 的 、 
著名 详细 说 明 ”; 但 是 ， 这 种 研究 “现在 已 经 不 时 兴 了 ”。( 同 上 ,第 
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112,Xi 页 .) 与 这 种 时 尚 相反 ， 波 利 亚 却 希望 能 够 复兴 启发 法 。 即 如 
波 利 亚 本 人 所 指出 的 《怎样 解 题 ? 就 是 这 一 方向 上 的 首次 尝试 ,其 
后 发 表 的 《数学 与 合 情 推 理 》 和 《数学 的 发 现 》 则 可 看 成 这 一 工作 的 
继续 和 发 展 。 普 遍 的 看 法 是 ， 正 像 波 利 亚 所 预言 的 那样 ， 这 些 工 
作 清 楚 地 表明 “启发 法 是 有 其 未 来 的 ”。( 同 上 ,第 Xi 页 .) 

为 了 清楚 地 说 明 波 利 亚 关 于 数学 启发 法 研究 的 性 质 ， 可 以 首 
先 将 这 一 研究 与 笛 卡 儿 等 人 的 有 关 工 作 作 一 比较 。 第 一 ， 尽 管 波 
利 亚 是 以 数学 的 发 现 或 发 明 为 直接 对 象 从 事 研 究 的 ， 但 他 同时 又 
突出 强调 了 这 种 研究 的 普遍 意义 。 波 利 亚 写 道 : 在 这 种 研究 中 ,我 
们 不 应 忽视 任何 一 类 问题 ， 并 且 应 当 找 出 关于 处 理 各 类 问题 所 共 
有 的 特征 来 ， 我们 的 目的 应 当 是 找 出 一 般 特征 而 与 问题 的 主题 无 
关 。? 这 也 就 是 说 ， 数 学 启发 法 的 用 途 “ 不 限于 任何 题目 。 我 们 的 问 
题 可 以 是 代数 的 或 几何 的 ， 数 学 的 或 非 数 学 的 ， 理 论 的 或 实际 
的 ,……。?( 同 上 ,第 130， 2 页.) 波 利 亚 的 这 一 思想 与 笛 卡 儿 及 莱 布 
尼 兹 是 十 分 接近 的 。 事 实 上 ， 后 者 所 从 事 的 正 是 一 般 方 法 论 、 而 
并 非 专门 的 数学 方法 论 的 研究 。 第 二 ， 笛 卡 儿 和 莱 布 尼 兹 都 曾 希 
望 能 找 出 所 谓 的 “万 能 方法 >, 即 能 用 以 解决 一 切 问题 的 有 效 方法 。 
例如 ， 笛 卡 儿 就 曾 认为 以 下 的 方法 是 万 能 的 : 首先 ， 把 任何 问题 
化 为 数学 问题 ， 其次， 把 任何 数学 问题 化 为 一 个 代数 问题 ;再 次 ， 
把 任何 代数 问题 归结 到 去 解 一 个 方程 式 。 但 是 ， 正 如 前 面 所 已 指 
出 的 ， 这 种 万 能 方法 是 不 存在 的 ， 而 这 事实 上 也 就 是 波 利 亚 关于 
数学 启发 法 研究 的 一 个 基本 立场 。 如 他 所 说 :“ 不 地 的 是 ， 从 来 就 
没有 万 能 的 完善 的 解 题 方 法 ， 没 有 能 应 用 于 一 切 情况 的 精确 规 
则 ?”。(《 数 学 的 发 现 》, 内 蒙 人 民 出 版 社 ,1980 年 ,第 二 卷 ,第 135 页 .) 第 三 ， 尽 
管 万 能 的 解 题 方法 并 不 存在 ， 但 是 ， 波 利 亚 认为 :“ 各 种 各 样 的 规 
则 还 是 有 的 ， 诸 如 行为 准则 、 格 言 、 指 南 ， 等 等 。 这 些 都 还 是 有 
用 的 。”( 同 上 , 第 二 卷 ， 第 136 页 .) 特别 是 ， 波 利 亚 指出 ， 我 们 可 以 、 
而 且 应 当 由 已 有 的 成 功 实践 总 结 出 一 般 的 方法 或 模式 ,这 种 模式 ， 
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在 以 后 类 似 的 情况 下 ， 可 以 起 到 启发 与 指导 的 作用 。( 可 参见 《数学 
的 发 现 》， 第 一 卷 ， 第 3 页 。) 第 四 ， 波 利 亚 并 曾 强调 了 数学 启发 法 的 
“常识 性 ”。 他 写 道 ， 这 里 提出 的 方法 “对 于 那些 认真 对 待 其 问题 
并 有 某 些 常识 的 人 来 说 是 很 自然 的 。 然 而 按 正确 道路 的 人 往往 不 
注意 用 明确 的 语言 来 表达 其 行动 ， 而 且 他 可 能 根本 不 会 这 样 做 ”。 
因此 ， 在 波 利 亚 看 来 ， 这 里 的 关键 就 在 于 对 思维 的 规则 进行 明确 
的 描述 ， 从 而 实现 由 对 合理 方法 的 天 才 的 、 不 自觉 的 应 用 向 有 意 
识 的 、 自 觉 的 应 用 的 转化 。(《 怎 样 解 题 >》， 第 3 页.) 正 因为 此 ， 波 利 
亚 就 十 分 欣赏 波 尔 查 诺 关 于 启发 法 的 以 下 论述 :“ 我 根本 不 认为 
我 在 这 里 能 够 提出 任何 早先 未 曾 为 所 有 具有 才华 的 人 所 察看 出 的 
研究 过 程 ， 并 且 我 也 根本 不 想 允 诺 你 们 可 以 从 我 这 里 发 现 这 方面 
的 很 新 颖 的 任何 内 容 。 但 是 ， 我 将 煞费苦心 地 用 清晰 的 词句 来 说 
明 所 有 有 才能 的 人 所 遵循 的 研究 规则 与 方法 ， 这 些 有 才华 的 人 在 
大 多 数 情 况 下 ,甚至 不 知道 他 们 自己 是 遵循 这 些 规则 与 方法 的 。 虽 
然 ， 即 使 正在 做 这 件 事 的 时 候 , 我 也 不 敢 幻想 我 将 会 完全 成 功 , 但 
我 仍然 希望 这 里 所 提出 的 一 孔 之 见 会 博得 某 些 知 音 并 在 以 后 有 所 
应 用 。”( 同 上 ,第 57 页 。) 

波 利 亚 是 围绕 怎样 解 题 这 一 中 心 展开 数学 启发 法 的 研 究 的 。 
他 写 道 :“ 现 代 启 发 法 力求 了 解 解 题 过 程 ， 特 别 是 解 题 过 程 中 典型 
有 用 的 智力 活动 。 ”( 同 上， 第 130 页 。) 波 利 亚 并 曾 指 出 : “解决 问题 
是 一 项 基本 的 人 类 行为 。 事 实 上 ， 我 们 大 部 分 有 意识 的 思维 都 和 
闯 题 有 关 。 当 我 们 并 未 沉 涡 于 娱乐 或 白 日 作 梦 时 ， 我 们 的 思想 是 
有 方向 和 有 目的 的 ， 我 们 寻找 方法 ,我 们 试图 解决 一 个 问题 。”( 同 
上 ， 第 221 一 222 页 。) 因 此 ， 以 解 题 为 中 心 展开 研究 也 就 保证 了 数学 
启发 法 具有 最 大 的 普遍 性 。 另 外 ， 由 于 解 题 的 过 程 一 般 地 说 既 包 
括 了 “严格 意义 ?上 的 发 现 ， 如 对 于 可 能 的 结论 与 可 能 的 解 题 方 法 
的 猜测 ,也 包括 了 所 谓 的 检验 ,如 定理 的 证 明 及 猜想 的 检验 等 ， 而 

在 实际 的 解 题 过 程 中 这 两 者 又 往往 是 互相 渗透 、 密 切 相 关 的 ， 
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因此 ， 以 解 题 为 中 心 进行 研究 就 在 一 定 程度 上 摆脱 了 关于 发 现 与 
检验 严格 区 分 的 思维 框架 。 事 实 上 ,如 果 就 实际 过 程 去 进行 分 析 ， 
发 现 与 检验 的 严格 区 分 是 不 可 能 的 。 例 如 ,任何 较为 重要 的 理论 ， 
由 最 初 的 提出 到 最 终 得 到 建立 ， 往 往 经 历 了 一 个 复杂 的 过 程 ， 其 
中 发 现 与 检验 是 相互 依赖 、 密 切 相关 的 。 如 对 原始 猜想 的 检验 往 
往 导 致 了 新 的 发 现 ， 即 新 的 改进 了 的 猜想 ， 反 之 ， 在 对 一 个 理论 
进行 评价 时 ,我 们 则 又 往往 必须 考虑 到 导致 这 一 发 现 的 各 种 因素 。 
值得 指出 的 是 ， 现 代 科学 哲学 中 所 谓 的 “发 现 之 友 ? 学 派 @ 也 就 是 
从 这 样 的 角度 对 逻辑 实证 主义 将 发 现 与 检验 绝对 对 立 起 来 的 观点 
进行 了 批判 。 显 然 ， 这 就 更 为 清楚 地 表明 了 波 利 亚 研究 的 普遍 意 
义 。 

最 后 ， 正 如 波 利 亚 本 人 所 指出 的 “我 想 利 用 我 在 研究 工作 和 
教学 工作 上 的 全 部 经 验 ，…… 。”(《 数 学 与 猪 想 》, 科 学 出 版 社 ,1984 年 ， 
第 Vi 页 .) 在 上 述 方面 的 长 期 实践 ， 正 是 波 利 亚 在 数学 方法 论 的 研 
究 中 能 作出 杰出 贡献 的 一 个 重要 原因 ， 与 此 相反 ， 那 种 理论 脱离 
实际 、 毫 无 根据 地 去 扔 造 庞 大 的 方法 论 体系 的 作法 则 显然 是 不 足 
取 的 。 从 而 ， 在 这 样 的 意义 上 ， 波 利 亚 的 工作 也 就 应 当成 为 我 国 
方法 论 研究 的 楷模 。 

3。 数 学 启发 法 的 主要 内 容 

数学 启发 法 的 主要 内 容 可 以 概括 如 下 : 

第 一 ， 在 《怎样 解 题 》 中 ， 波 利 亚 把 解 题 过程 归 结 为 以 下 的 四 
个 阶段 ，@ 大 清 问题 ，@ 制定 计划 ，@ 实现 计划 ;@) 回顾 。 另 
外 ， 在 《数学 的 发 现 》 一 书 中 ， 波 利 亚 又 从 思维 活动 的 形式 这 一 角 
度 对 此 作出 了 更 为 明确 的 描述 。 他 指出 ， 解 题 的 过 程 是 由 以 下 的 
思维 活动 所 组 成 的 ,“ 集 中 目标 ">，“ 估 计 前 景 ", “对 途径 的 寻找 ”、 

人 朱 ” 指 1978 年 10 月 奖 国 内 华 达州 大 学 纪念 菜 兄 纳 特 哲 学 会 议 以 来 ,积极 主张 复兴 
科学 发 现 方法 的 劳 丹 、 西 袭 、 佩 拉 和 尼 科 斯 等 人 。 
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“对 更 有 和 希望 的 局 面 的 寻找 ?, “对 有 关 知 识 的 寻找 ”,“ 重 新 估计 形 
势 ”。 

第 二 ， 数 学 启发 法 的 主要 内 容 是 “定型 的 ”问题 和 建议 。 这 些 
问题 和 建议 是 针对 上 述 的 各 个 步 又 提出 的 ， 其 目的 则 是 希望 这 些 
问题 和 建议 能 起 到 * 思 想 指南 ”的 作用 , 即 给 解 题 者 以 一 定 的 启示 ， 
从 而 帮助 他 们 去 发 现 好 的 或 正确 的 解 题 方法 和 解答 。 波 利 亚 写 道 : 
“可 能 任何 类 型 的 思维 守则 都 在 于 掌握 和 恰当 地 运用 一 系列 合适 
的 提问 。”(《 数 学 的 发 现 》， 第 二 卷 ， 第 127 页 。) 当 然 ，, 这 些 问 题 和 建议 
并 非 不 费 吹 灰 之 力 即 可 解决 所 有 问题 的 灵丹妙药 ， 但 是 ， 波 利 亚 
相信 ,， “只 要 应 用 得 当 ,…… 它 们 可 以 帮助 你 解决 你 的 问题 。”(《 怎 
. 样 解 题 》 第 XVi 页 。) 

对 于 波 利 亚 所 提出 的 “定型 的 ”问题 和 建议 可 见 《怎样 解 题 ? 中 
的 解 题 表 @ 及 《数学 的 发 现 》 的 第 12 章 。 

第 三 ， 就 所 说 的 四 个 阶段 而 言 ， 计 划 的 制定 显然 是 特别 重要 
的 ; 而 又 只 须 结合 实际 问题 进行 分 析 ， 即 可 看 出 解 题 过 程 事实 上 
就 是 一 系列 的 转化 过 程 : 或 是 把 未 知 的、 比较 困难 的 问题 转化 为 
已 知 的、 较为 容易 的 问题 以 求 得 解决 ， 或 是 通过 其 它 问题 的 研究 
来 获得 材料 上 或 方法 论 上 的 帮助 。 波 利 亚 把 这 种 为 了 解决 原来 的 
问题 而 引进 的 新 的 问题 称 为 “辅助 问题 >。 由 此 ， 如 何 引 出 适当 的 
辅助 问题 并 实现 相应 的 转化 也 就 可 看 成 启发 法 的 核心 所 在 。 对 此 ， 
波 利 亚 指出 :“ 存 在 着 某 些 变 化 问题 的 模式 ,它们 是 典型 有 用 的 , 例 
如 “ 回 到 定义 去 ，“ 分 解 与 重新 组 合 '，“ 引 入 辅助 元 素 ’, “一般 
化 :， “特殊 化 ， 以 及 利用 “类 比 ，。?( 同 上 ， 第 213 页 。) 波 利 亚 并 曾 
再 次 强调 指出 :“ 没 有 万 灵 的 方法 来 发 现 合适 的 辅助 问题 ， 正 如 没 
有 万 灵 的 方法 求解 一 样 。”( 同 上 ， 第 53 页 。) 由 此 我 们 也 就 可 以 更 清 
楚 地 体会 到 “启发 法 ”的 真正 含义 这 并 不 是 一 种 可 以 用 以 解决 
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一 切 问题 的 万 能 方法 ， 而 只 是 希望 能 给 解 题 者 以 有 益 的 启示 ， 从 
而 帮助 他 们 去 作出 独立 的 发 现 并 成 功 地 解决 各 自 的 问题 。 

第 四 ， 在 《数学 与 合 情 推理 ?中 波 利 亚 曾 专门 讨论 了 合 情 推 理 
的 问题 。 波 利 亚 所 说 的 合 情 推 理 是 指 与 演绎 推理 相对 立 的 另 一 种 
推理 形式 ， 其 主要 形式 即 为 归纳 和 类 比 。 尽 管 合 情 推 理 并 不 是 完 
全 可 靠 的 ， 并 带 有 一 定 的 主观 性 ( 因 人 而 异 ) 和 临时 性 〈 随 背景 知 
识 的 变化 而 变化 ) ,但 是 ， 波 利 亚 认为 ， 合 情 推理 对 于 数学 研究 仍 
然 具 有 十 分 重要 的 意义 。 因 为 ， 数 学 中 的 很 多 发 现 都 是 通过 合 情 
推理 作出 的 ， 或 者 说 ， 数 学 中 的 很 多 猜想 即 是 以 合 情 推理 为 依据 
的 。 正 因为 此 ， 在 波 利 亚 看 来 ， 合 情 推理 也 就 属于 数学 方法 论 的 
研究 范围 ， 而 这 种 研究 的 最 终 目的 则 是 希望 能 帮助 人 们 去 学 会 狂 
想 (或 者 更 准确 地 说 ， 学 会 合理 地 猜想 ) 。 波 利 亚 在 《数学 与 合 情 推 
理 》 中 还 曾 试图 从 一 般 的 角度 对 归纳 法 的 合理 性 作出 说 明 , 其 基本 
作法 是 通过 对 概率 作 主 观 解释 来 进行 论证 (可 参见 《数学 与 猜想 》， 
第 十 五 章 )。 值 得 指出 的 是 ， 波 利 亚 的 这 一 立场 与 现代 科学 哲学 中 
某 些 归纳 主义 者 的 立场 是 十 分 一 致 的 。 另 外 ， 除 对 数学 研究 与 数 
学 教学 的 直接 意义 外 ， 这 种 关于 归纳 法 合理 性 的 讨论 对 方法 论 的 
研究 也 具有 十 分 重要 的 意义 ， 因 为 ,在 从 事 数学 启发 法 的 研究 时 ， 
波 利 亚 所 采取 的 即 是 归纳 的 方法 ， 也 即 是 由 特例 的 分 析 引 出 一 般 
的 结论 ， 从 而 ， 启 发 法 的 合理 性 事实 上 就 建立 在 归纳 法 的 有 效 性 
之 下 

最 后 ， 与 《怎样 解 题 》 中 所 给 出 的 “启发 法 小 词典 ? 相 比 ,《 数 学 
的 发 现 》 可 以 看 成 对 于 数学 启发 法 的 更 为 系统 和 深入 的 论 述 。 例 
如 ， 以 下 的 发 展 是 应 当 特 别提 及 的 ; @ 《数学 的 发 现 》 中 首先 给 
出 了 几 个 较为 特殊 的 模式 “双轨 迹 模式 ”"、“ 笛 卡 儿 模式 "、“ 递 归 
模式 "和 “ 疮 加 法 ”。 这 些 模式 在 数学 中 都 有 着 广泛 的 应 用 ,从 而 其 
”本 身 就 有 着 重要 的 方法 论 意义 ， 另 外， 就 数学 方法 论 的 深入 研究 
来 说 ， 特 殊 模式 的 研究 则 又 为 对 数学 启发 法 的 更 为 一 般 的 研究 提 


181 


供 了 必要 的 基础 一 -显然 ， 这 种 处 理 方法 本 身 就 可 看 成 方法 论 原 
则 成 功 应 用 的 典型 例子 。@@ 上 面 已 经 指出 ,解决 问题 的 关键 在 于 
引出 适当 的 辅助 问题 并 实现 相应 的 转化 。 由 于 所 可 能 设想 的 辅助 
问题 (进而 ， 解 题 方 案 ) 显然 是 不 唯一 的 ， 因 此 ， 我 们 在 此 就 面临 
着 如 何 对 各 种 可 能 的 方案 作出 正确 的 选择 的 问题 。 正 是 出 于 这 样 
的 考虑 。 波 利 亚 在 k 数 学 的 发 现 》 中 又 给 出 了 所 亩 的 “发 现 的 规则 ” 
( 见 第 十 三 章 ， 特 别 是 最 后 的 “总 结 ”)D 。 容 易 看 出 ， 与 前 面 所 提 
及 的 “定型 的 ?问题 和 建议 一 样 ， 这 些 规则 也 具有 很 大 普遍 性 ， 并 
且 是 与 常识 完全 一 致 的 ， 从 而 ， 它 们 也 就 具有 十 分 重要 的 意义 。 

自 波 利 亚 发 表 他 在 方法 论 领 域内 的 第 一 部 著作 《怎样 解 题 》 以 
来 ， 他 的 关于 数学 启发 法 的 研究 得 到 了 数学 家 与 数学 教育 家 的 高 
度 评价 ， 他 的 著作 并 已 成 为 这 一 领域 的 经 典 著作 。 例 如 ， 著 名 数 
学 家 瓦尔 登 就 曾 指出 :“ 每 个 大 学 生 、 每 个 学 者 ， 特 别 是 每 个 教师 
都 应 该 读 这 本 引人入胜 的 书 。” 然 而 ， 应 当 再 次 明确 的 是 ， 波 利 亚 
的 启发 法 的 意义 决 不 只 限于 数学 ,而 是 有 着 更 为 广泛 的 普遍 意义 。 

4。 进 一 步 的 研究 

在 波 利 亚 的 直接 影响 下 ， 有 不 少 学 者 也 积极 从 事 了 数学 方法 
论 的 研究 。 由 于 数学 启发 法 对 于 数学 教学 有 着 最 为 直接 的 意义 ， 
因此 ， 一 些 数学 教育 家 就 在 这 一 方向 上 进行 了 进一步 的 研究 。 对 
此 我 们 将 以 梅森 (J。Mason ) 为 例 来 进行 说 明 。 

梅森 是 英国 开放 大 学 数学 教学 中 心 的 主任 。 他 对 于 数学 启发 
法 的 研究 可 以 看 成 对 波 利 亚 工作 的 直接 继承 和 发 展 。 例 如 ， 梅 森 
就 曾 突出 地 强调 了 特殊 化 与 一 般 化 在 数学 研究 中 的 作用 。 

具体 地 说 ， 与 波 利 亚 相 类 似 ， 梅 奏 也 是 以 解 题 为 中 心 展开 论 
述 的 ， 他 并 把 解 题 过 程 划 分 为 如 下 的 三 个 阶段 ， 进 入 ; 着 手 ， 回 
顾 。 进 而 ， 梅 森 又 突出 强调 了 所 有 这 三 个 阶段 对 于 特殊 化 与 一 般 
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化 这 样 两 个 基本 过 程 的 依赖 性 。 他 指出 ， 第 一 ， 只 有 通过 特殊 化 
我 们 才能 很 好 地 了 解 所 面临 的 问题 ， 即 什么 是 已 知 的 ， 什 么 又 是 
所 要 求 取 的 ，…… ; 第 二 ， 也 只 有 通过 特殊 化 ， 我 们 才能 认识 导 
致 一 般 化 的 模式 ， 并 通过 所 说 的 一 般 化 获得 相应 的 猜想 ;最 后 ,对 
所 得 到 的 猜想 我 们 又 必须 借助 进一步 的 特殊 化 去 进行 检验 ， 而 又 
只 有 借助 新 的 一 般 化 我 们 才能 对 所 已 获得 的 结果 加 以 推广 (另外 ， 
也 只 有 从 更 为 一 般 的 角度 去 考虑 问题 ， 我 们 才能 更 好 地 理解 所 已 
获得 的 结果 ) 。 综 上 所 述 ， 梅 森 认为 ,数学 思维 事实 上 就 可 归结 为 ; 
“特殊 化 、 一 般 化 、 猜 测 和 确认 。?”( 可 参见 CThinking Mathenratically»， 
Addison-Wesley Pub. Company，1982 年 ; «Learning and Doing .Mathe- 
matics», Milton-Keynes: Open Univer. Press,，1984 年 .) 

此 外 ， 梅 森 还 曾 明确 指出 了 改进 数学 思维 的 三 个 主要 环节， 
@ 必要 的 数学 知识 ，@ 必要 的 方法 论 知 识 ;@ 必要 的 心理 素质 
或 情感 因素 。 他 并 就 后 一 环节 进行 了 有 意义 的 探索 。 例 如 ， 如 何 
去 提高 解 题 者 的 好 奇 心 (兴趣 )、 自 信心 和 自觉 性 等 。 梅 森 指 出 ， 
“探索 、 挑 战 与 反省 "的 气氛 对 于 数学 思维 能 力 的 提高 是 最 为 有 利 
的 。 显然， 这 些 都 是 对 于 数学 启发 法 的 有 意义 的 发 展 。 


6.2 拉 卡 托 斯 的 数学 发 现 逻 辑 


在 现代 的 数学 方法 论 研究 中 ， 波 利 亚 关 于 数学 启发 法 的 研究 

起 了 葛 基 的 作用 ， 除 此 以 外 ， 拉 卡 托 斯 的 数学 发 现 逻辑 也 占有 十 

分 重要 的 地 位 。 拉 卡 托 斯 在 数学 方法 论 领域 的 代表 性 著作 是 《证 明 

与 反驳 》。 这 一 著作 首次 发 表 于 1963 年 。 拉 卡 托 斯 在 前 言 中 指出 ， 

“应 当 在 波 利 亚 对 于 数学 启发 法 的 复兴 以 及 波 普 尔 的 批判 哲学 这 

一 特定 背景 下 去 阅读 这 一 著作 。?( 英 文 版 ， 第 Xii 页 , ) 拉 卡 托 斯 并 曾 
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写 道 ;本文 的 此 的 是 探讨 数学 方法 论 的 某 些 问题 >; 又 ,我 是 在 类 
但 于 波 利 亚 和 员 尔 纳 斯 的 “启发 法 ?的 意义 上 使 用 方法 论 这 一 名 
词 的 ?。( 同 上 ， 第 3 页 .) 从 而 ， 在 所 说 的 意义 上 ， 拉 卡 托 斯 关于 数学 
发 现 逻 辑 的 研究 就 可 看 成 对 波 利 亚 工作 的 继续 和 发 展 但 是 ， 应 
当 强 调 的 是 ， 拉 卡 托 斯 的 数学 发 现 逻 辑 又 具有 超出 波 利 亚 数 学 启 
发 法 的 独立 意义 。 这 不 仅 是 因为 拉 卡 托 斯 的 这 一 工作 在 一 定 意义 
上 也 是 对 于 波 利 亚 某 些 观 点 的 直接 否定 ， 而 且 , 更 为 重要 的 是 , 拉 
卡 托 斯 的 研究 是 对 于 传统 数学 观 的 有 力 批判 。 从 而 ， 我 们 也 就 应 
当 高 度 重 视 拉 卡 托 斯 关于 数学 发 现 逻辑 的 研究 。 

1。 拉 卡 托 斯 的 方法 论 研究 的 性 质 

为 了 清楚 地 说 明 拉 卡 托 斯 的 方法 论 研 究 的 性 质 及 其 普遍 意 
义 ， 我 们 必须 首先 对 这 种 研究 的 两 个 钢 源 进行 综合 的 分 析 一 一 如 
前 所 述 ， 这 就 是 波 利 亚 对 于 数学 启发 法 的 复兴 及 波 普尔 的 批判 哲 
学 。 

我 们 在 第 三 章 中 已 经 指出 ， 波 普尔 的 科学 哲学 理论 在 很 大 程 
度 上 即 是 对 逻辑 实证 主义 科学 理论 的 直接 批判 ， 然 而 ， 就 科学 方 
法 论 的 问题 而 言 ， 在 两 者 之 间 却 又 存在 着 明显 的 共同 点 。 首 先 ,与 
逻辑 实证 主义 者 相同 ， 波 普尔 主要 地 也 是 从 逻辑 的 角度 从 事 科学 
方法 论 研究 的 ， 并 认为 这 种 研究 应 当 直 接 为 一 般 的 认识 论 研究 服 
务 一 一 正 因为 此 ， 在 波 普 尔 那里 ,科学 方法 论 与 “科学 合理 性 的 理 
论 ”“ 分 界 标准 ”或 “科学 的 定义 "等 就 是 直接 相 联系 的 。 其 次 ， 从 
上 述 立场 出 发 , 波 普尔 同样 作出 了 关于 发 现 与 检验 的 明确 区 分 ,并 
认为 科学 方法 论 的 研究 应 当 仅 仅 限 于 检验 的 范围 。 例 如 ， 尽 管 波 
普尔 在 科学 哲学 领域 内 的 第 一 部 重要 著作 题名 为 《科学 发 现 的 逻 
辑 》, 但 在 这 一 著作 内 他 却 明确 地 断言 并 不 存在 科学 发 现 的 逻辑 。 
他 写 道 ,“ 我 上 面 说 到 科学 家 的 工作 在 于 提出 理论 并 检验 理论 。 在 
我 看 来 ， 在 构思 或 发 明理 论 的 最 初 阶段 , 既 不 要 求 逻 辑 的 分 析 ,也 
不 接受 逻辑 分 析 。 一 个 人 如 何 产 生 一 个 新 的 思想 一 一 不 论 是 音乐 
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主题 ,戏剧 冲突 ， 还 是 科学 理论 ， 这 个 问题 对 于 经 验 的 心理 学 来 
说 ， 是 很 重要 的 ， 但 是 对 于 科学 知识 的 逻辑 分 析 来 说 ,是 无 关 的 。 
科学 知识 的 逻辑 分 析 所 涉及 的 不 是 事实 问题 ， 而 是 证 明 或 有 效 的 
问题 。…… 因 此 ， 我 要 在 设想 一 个 新 思想 的 过 程 与 逻辑 上 考查 它 
的 方法 和 由 此 得 到 的 结果 ， 这 两 者 之 间 加 以 截然 的 区 别 。 关 于 知 
识 的 逻辑 ,这 是 和 认识 的 心理 学 相对 的 ,我 假定 它 仅 在 于 研究 在 系 
统 的 检验 中 运用 的 方法 ,……。 我 对 这 问题 的 看 法 是 ,并 没有 什么 
得 出 新 思想 的 逻辑 方法 ,或 者 这 个 过 程 的 逻辑 重建 。”(《 科 学 发 现 的 
逻辑 》, 第 5 一 6 页 。 ) 

当然 ， 犹 如 一 般 世 界 观 与 方法 论 的 关系 ， 科 学 观 与 科学 方法 
论 也 是 密切 相关 、 互 相 制 约 的 。 由 于 波 普尔 与 逻辑 实 证 主义 的 科 
学 哲学 思想 是 直接 相对 立 的 ， 因 此 ， 他 们 记 主 张 的 科学 方法 论 也 
就 有 着 重要 的 区 别 。 具 体 地 说 ， 就 理论 或 假说 的 检验 而 言 ， 罗 辑 
实证 主义 突出 强调 了 证 实 的 问题 ， 而 波 普尔 由 证 伪 主 义 的 基本 立 
场 出 发 却 认为 严格 的 证 实 是 不 可 能 的 。 与 此 相反 ， 在 波 普尔 看 来 ， 
重要 的 问题 恰恰 在 于 证 伪 而 不 是 证 实 : 这 不 仅 是 指 科学 与 伪 科学 
的 分 界 标准 是 可 证 伪 性 而 并 非 可 证 实 性 ， 而 且 是 指 科学 发 展 的 根 
本 动力 即 是 批判 的 精神 ， 或 者 说 ,“ 理 性 的 方法 就 是 批判 的 方法 ”。 

正如 前 面 所 已 指出 的 ， 科 学 研究 是 一 个 复杂 的 过 程 ， 在 其 中 
发 现 与 检验 常常 是 密切 相关 、 相 互 渗透 的 ,因此 , 波 普 尔 在 此 事实 
上 就 陷入 了 某 种 矛盾 : 他 一 方面 断言 并 不 存在 发 现 的 逻辑 ， 另 一 
方面 ， 他 所 倡导 的 “猜想 与 反驳 ”的 方法 却 就 是 一 种 发 现 的 “ 逻 
辑 ”。 对 于 波 普尔 所 陷入 的 这 种 困境 拉 卡 托 斯 是 清楚 地 认识 到 了 
的 ， 他 并 认为 只 要 采取 波 利 亚 在 数学 方法 论 问题 上 的 基本 立场 我 
们 即 可 摆脱 这 种 困境 。 这 也 就 是 说 ， 我 们 应 当 明 确 地 承认 ， 尽 管 
并 不 存在 可 以 用 以 解决 一 切 问题 的 万 能 方法 或 绝对 可 靠 的 方法 ， 
但 仍然 存在 有 科学 发 现 的 逻辑 ,而 这 就 是 波 利 亚 的 所 谓 “ 数 学 启发 
法 ”。 
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尽管 拉 卡 托 斯 与 波 利 亚 在 方法 论 问题 上 的 基本 立场 是 相同 
的 ， 但 是 ， 就 启发 法 的 具体 内 容 而 言 ， 两 者 却 又 有 着 完全 不 同 的 
理解 。 另 外 ， 尽 管 拉 卡 托 斯 明确 地 反对 波 普尔 关于 不 存在 科学 发 
现 轴 辑 的 断言 ， 却 又 正 是 波 普尔 的 批判 哲学 为 拉 卡 托 斯 关于 数学 
启发 法 的 具体 研究 提供 了 必要 的 思想 武器 ( 正 因 为 此 , 拉 卡 托 斯 写 
道 :“ 波 普尔 正 是 为 这 种 发 现 逻辑 葛 定 了 基础 的 人 ”(《 证 明 与 反驳 》， 
上 海 译文 出 版 社 ,1987 年 ,第 173 页 ) 。 具 体 地 说 ， 由 于 数学 的 特殊 性 质 ， 
拉 卡 托 斯 认为 ， 我 们 应 当 充 分 肯定 证 明 在 数学 研究 中 的 作用 ,但 
是 ， 拉 卡 托 斯 又 认为 ， 证 明 的 作用 并 非 像 波 利 亚 所 说 的 那样 “是 
最 终 表 明 某 一 表述 清楚 的 论断 是 真 的 ， 否 则 就 表明 它 是 假 的 ”。 与 
此 相反 ， 拉 卡 托 斯 指出 , “证 明 的 真正 目标 是 把 原来 的 素 朴 猜 想 加 
以 改进 ”"。( 同 上 ,第 44 页 ，) 另 外 ,作为 波 普尔 批判 方法 的 直接 作用 ， 
拉 卡 托 斯 又 突出 强调 了 猜想 与 反驳 在 数学 发 现 中 的 作用 ， 并 认为 
归纳 的 方法 是 不 可 靠 的 。 从 而 ， 总 的 来 说 ,在 拉 卡 托 斯 看 来 ,，“ 数 
学 启发 法 与 科学 启发 法 很 相像 , 倒 不 是 因为 两 者 都 是 归纳 的 ,而 是 
因为 两 者 都 是 以 狂想 、 证 明和 反驳 为 特征 。”( 同 上 ， 第 86 页 。) 

最 后 ， 应 当 指 出 的 是 ， 拉 卡 托 斯 关于 证 明 与 归纳 法 的 上 述 观 
念 不 仅 可 以 看 成 对 于 波 利 亚 的 直接 批评 ， 而 且 也 是 对 于 这 样 一 种 
传统 观念 的 批判 ， 即 认为 数学 的 发 展 是 无 可 怀疑 的 真理 在 数量 上 
的 单纯 积累 。 拉 卡 托 斯 明确 写 道 ， 希 望 自己 的 工作 能 够 清楚 地 表 
明 这 样 一 点 ;“ 非 形式 、 拟 经 验 数学 的 生长 ， 靠 的 不 是 单纯 地 去 增 
加 无 可 怀疑 的 定理 的 数目 ， 而 是 依靠 思辨 和 批判 、 依 靠 证 明和 反 
驳 的 逻辑 不 断 地 去 改进 猜想 。"( 同 上 ， 第 5 页 . ) 从 而 ， 也 就 应 当 把 这 
看 成 拉 卡 托 斯 方法 论 研究 的 一 个 基本 意义 。 

综 上 所 述 ， 正 是 波 利 亚 对 于 启发 法 的 复兴 及 波 普尔 的 批判 哲 
学 为 拉 卡 托 斯 关于 数学 发 现 逻 辑 的 研究 提供 了 必要 的 背景 ! 但 是 ， 
这 又 并 非 两 者 的 简单 综合 ， 而 是 一 种 创造 性 的 工作 ， 并 事实 上 包 
含 了 对 于 波 利 亚 及 波 普尔 某 些 观点 的 直接 批判 。 正 因为 此 ， 拉 卡 
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托 斯 的 研究 就 在 一 定 程度 上 突破 了 前 痢 的 局 限 性 ， 并 标志 着 数学 
方法 论 的 研究 达到 了 新 的 更 高 水 平 。 

2。 数 学 发 现 逻 辑 的 主要 内 容 

拉 卡 托 斯 所 谓 的 数学 发 更 的 逻辑 ， 即 证 明 与 反 驱 的 逻辑 ， 也 
可 称 为 证 明 分 析 法 (或 证 明和 反驳 的 方法 )。 其 主要 内 容 可 以 概括 
如 下 : 

第 一 ， 拉 卡 托 斯 指出 ,我们 的 讨论 是 在 “问题 和 猜想 的 阶段 过 
去 以 后 ”开始 的 ， 从 而 , 素 朴 的 猜想 就 构成 了 证 明 分 析 法 的 实际 出 
发 点 。 另 外 ， 拉 卡 托 斯 所 谓 的 证 明 是 指 对 于 素 朴 猜想 的 不 严格 的 
论证 或 思想 实验 ,由 于 证 明 分 析 即 是 关于 这 种 思想 实验 的 分 析 , 因 
此 ， 在 这 样 的 意义 上 ， 我 们 也 就 可 以 说 ,;“ 证 明和 反驳 的 逻辑 以 最 
始 的 由 思想 实验 紧 随 其 后 的 过 村 猜想 为 出 发 点 。”( 同 上 ， 第 86 页 .) 

拉 卡 托 斯 曾 强 调 了 素 朴 的 猜想 并 非 是 归纳 的 结果 ， 而 是 经 由 
猜想 与 反 驱 得 出 的 。 他 写 道 :“ 素 朴 猜想 不 是 归纳 狂想， 我 们 是 靠 
试 试镜 错 ， 经 过 多 次 猜想 、 多 次 反 吏 才 得 到 它们 的 。( 同 上 ， 第 85 
页 。) 拉 卡 托 斯 又 进一步 指出 ， 如 果 对 事实 怀 有 过 多 的 归纳 的 敬 
意 ， 就 “可 能 妨碍 知识 的 增长 >。( 同 上 ， 第 86 页 。) 从 而 ， 在 拉 卡 托 
斯 看 来 ， 我 们 就 应 彻底 地 抛弃 所 谓 的 归纳 方法 。 

第 二 ， 证 明 分 析 法 的 核心 思想 是 ;我们 应 借助 于 反例 对 已 给 
出 的 “证 明 ”( 思 想 实验 ) 进行 分 析 ， 并 使 隐蔽 的 前 提 明 朗 化 ， 从 而 
达到 对 原先 的 猜测 进行 改进 的 目的 。 由 于 证 明 分 析 法 的 最 终 目标 
是 获得 改进 了 的 猜想 ， 因 此 ， 这 就 是 一 种 发 现 的 逻辑 ， 然 而 ， 这 
种 发 现 又 是 通过 证 明和 反驳 作出 的 ， 而 证 明和 反 驶 则 属于 检验 的 
范畴 。 因 此 ， 总 的 来 说 ， 证 明 分 析 法 的 最 最 重要 的 方面 就 是 “发 
现 的 逻辑 * 与 4 检验 的 逻辑 的 内 在 统一 性 。"( 同 上 ， 第 39 页 。) 另 外 ， 
由 于 反例 的 得 出 是 对 原来 的 猜想 进行 批判 的 结果 ， 证 明 分 析 事实 
上 则 就 是 对 于 原先 的 不 严格 的 论证 或 思想 实验 的 批判 ， 因 此 ， 批 
判 的 精神 也 就 可 以 看 成 证 明 分 析 法 的 核心 。 
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由 对 批判 方法 的 强调 就 可 看 出 波 普 尔 的 批判 哲学 的 影响 ， 但 
是 ， 拉 卡 托 斯 的 独到 之 处 在 于 他 依据 数学 的 特殊 性 质 把 这 种 一 般 
的 批判 方法 发 展 成 了 较为 具体 的 证 明 分 析 法 ， 而 后 者 的 主要 特点 
则 就 在 于 发 现 逻 辑 与 检验 逻辑 的 辩证 统一 。 显 然 ， 这 也 就 清楚 地 
表明 了 在 波 普尔 与 拉 卡 托 斯 之 间 所 存在 的 重要 区 别 。 

第 三 ， 就 证 明 分 析 法 的 具体 展开 而 言 ， 主 要 的 环节 即 是 “证 
明 ” 与 反例 (例外 ) 的 交互 作用 。 拉 卡 托 斯 写 道 :“ 我 要 在 证 明 与 反例 
之 间 建 立 某 种 统一 性 ， 某 种 真正 的 相互 制约 。?( 同 上 ， 第 31 页 。) 具 
体 地 说 ， 拉 卡 托 斯 首先 引进 了 如 下 的 术语 :了 驶 倒 引 理 ( 未 必 驶 倒 主 
要 猜想 ) 的 例子 称 为 “局 部 性 反例 ”; 驶 倒 主 要 猜想 本 身 的 例子 则 称 
为 “全 局 性 反例 ”。 其 次 ,所 谓 的 证 明 分 析 法 主要 地 即 是 就 出 现 了 全 
局 性 反例 的 情况 而 言 的 。 拉 卡 托 斯 指出 ， 这 时 我 们 既 不 应 轻易 地 
抛弃 原先 的 猜想 (“投降 的 方法 ”) ,或 把 反例 视 为 “怪物 ”而 置 之 度 
外 (“怪物 排除 法 ”) ,也 不 应 采取 对 原始 猜想 加 以 过 度 限制 也 即 全 
面 撤退 的 方法 (“ 例 外 排除 法 ?去 排除 眉 论 ， 与 此 相反 ， 我 们 应 当 
通过 “证 明 ” 分 析 去 找 出 其 中 的 症结 ， 也 即 确定 应 对 反例 出 现 * 负 
责 ” 的 引 理 一 在 全 局 性 反例 同时 也 是 局 部 性 反例 的 情况 下 ,所 说 
的 引 理 是 比较 容易 辨别 的 ， 在 全 局 性 反例 并 非 局 部 性 反例 的 情况 
下 ， 我 们 则 应 努力 去 找 出 “隐蔽 的 ? 引 理 一 一 这 样 ， 通 过 引入 适当 
的 前 提 ， 我 们 就 可 获得 改进 了 的 猜想 。 

从 而 ， 在 此 也 就 有 如 下 的 启发 性 规则 : 

规则 1: 如 果 你 有 一 个 猜想 ， 就 下 功夫 证 明 它 并 且 反 了 驶 它 。, 细 
心 检查 一 下 证 明 ， 开 一 份 不 平淡 引 理 的 清单 (证 明 分 析 )， 找 出 猜 
想 的 反例 (全 局 反例 ) 和 可 疑 引 理 的 反例 (局 部 反例 )。 

规则 2: 如 果 你 有 一 个 全 局 反例 ,就 放弃 你 的 猜想 ， 给 你 的 证 
明 分 析 添 上 一 条 会 被 反例 驶 倒 的 适当 的 引 理 ， 把 放弃 掉 的 猜想 换 
成 一 个 改进 了 的 狂想 ， 将 添上 的 引 理 作为 条 件 并 入 其 中 。 不 准 把 
反例 当 怪物 打发 掉 。 设 法 把 一 切 ^ 隐 项 引 理 ? 都 公开 。 


188 


tv wa 


规则 3: 如 果 你 有 一 个 局 部 反例 ， 就 检查 一 下 ,看 看 它 会 不 会 
也 是 全 局 反例 果真 是 的 ,你 不 难 再 应 用 规则 2。( 同 上 ， 第 55 页 ， 还 可 
参见 第 152 一 153 页 )。 

对 上 述 规 则 进行 分 析 ， 容 易 看 出 “证明” 与 反例 的 交互 作用 
正 是 证 明 分 析 法 的 核心 所 在 。 也 正 因为 此 ， 拉 卡 托 斯 又 提出 了 如 
下 的 方法 论 建议 :“ 即 使 我 们 有 一 个 猜想 被 反例 驶 合 了 ， 不 妨 把 反 
例 撤 在 一 边 ， 先 设法 用 思想 实验 来 给 猜想 作 个 检验 ，…… 从 而 转 
向 多 证 多 驶 法 (证 明 分 析 法 )”; 另 外 , “即使 一 个 猜想 看 来 很 合乎 情 
理 ， 甚 至 是 自明 的 ， 也 应 当 去 证 明 一 下 。 因 为 ， 这 样 也许 会 党 察 
它 是 依赖 于 很 牵强 附会 、 很 成 疑问 的 引 理 。 反 辟 这 些 引 理 也 许 会 
引出 对 原 猜想 的 某 种 意 想不到 的 反驳 。”( 同 上 ， 第 88、53 页 。) 

第 四 ,猜想 的 改进 并 不 总 是 在 原始 猜想 中 引进 必要 的 前 提 , 即 
是 对 于 “过 强 结 论 ” 的 批判 ， 也 可 以 是 对 “过 弱 结 论 ”的 批判 并 引出 
更 为 一 般 的 结论 。 如 果 就 反例 来 进行 分 析 ， 这 就 是 指 我 们 不 仅 应 
当 善 于 利用 全 局 性 的 反例 ,而 且 也 应 善于 利用 局 部 性 (而 非 全 局 性 
的 ) 反 例 。 由 于 局 部 性 反例 所 驳斥 的 只 是 某 一 引 理 ( 或 证 明 过 程 中 
的 某 一 环节 ) ,而 非 主要 的 结论 ， 这 时 就 应 设法 用 未 被 驶 斥 的 引 理 
替换 被 驱 倒 的 引 理 以 获得 新 的 “加 宽 了 的 ”猜想 。( 这 就 是 所 谓 的 
4 规则 4”, 参 见 《证 明 与 反 驶 》, 第 67 页 。) 一 般 地 说 ， 拉 卡 托 斯 认为 ， 
我 们 不 应 死 死 停留 于 某 一 证 明 ， 而 应 努力 去 发 现 新 的 、 更 深刻 的 
证 明 。 也 正 因为 此 ， 拉 卡 托 斯 最 终 就 把 自己 的 方法 称 为 “多 证 多 
了 驶 法 ”。 

第 五 ， 拉 卡 托 斯 指出 ， 我 们 还 可 用 所 谓 的 “演绎 猜测 法 ”去 引 
出 新 的 更 为 一 般 的 猜想 ， 也 即 可 以 由 原始 猜想 出 发 ， 通 过 演绎 而 
引出 一 连 串 的 猜想 ， 使 其 “一 个 比 一 个 宽 , 从 特殊 情况 到 了 越 来 越 
一 般 的 情况 ”。( 同 上 ， 第 112 页 .)( 从 而 ， 也 就 有 两 种 不 同 的 猜 测 模 
式 ， 即 素 朴 猜测 和 演绎 猜测 一 一 对 此 可 参见 《证 明 与 反驳 》， 第 85 
页 。) 
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演绎 猜测 法 可 以 看 成 消除 反例 的 一 个 有 效 方法 。 因 为 ， 尽 管 
演绎 猜测 并 不 以 消除 反例 为 直接 的 目标 ， 但 是 , 随 着 理论 的 增长 ， 
原先 的 反例 却 有 可 能 得 到 解释 ， 并 事实 上 转化 为 正面 的 论据 。( 从 
而 ， 就 有 如 下 的 规则 5; 如 果 你 有 任何 一 个 反例 ， 就 设法 用 演绎 猜 
测 找 出 一 个 更 深刻 的 定理 ， 使 它们 不 再 是 它 的 反例 。 同 上 ， 第 89 
页 。) 另 外 ， 应 当 指 出 的 是 ， 这 种 新 的 认识 反 过 来 又 可 以 被 用 于 引 
出 对 原先 猜想 的 某 种 反驳 ( 拉 卡 托 斯 称 之 为 “启发 性 反例 ”。 同 .上 ， 
第 112 页 )。 从 而 这 也 就 更 为 清楚 地 表明 了 在 “证 明 ” 与 反 联 之 阅 
Wi 

， 拉 卡 托 斯 在 《证 明 与 反驳 » 中 主要 是 通过 所 谓 的 “向 卡 
nd ede es eh 
仅 是 由 这 一 特例 引出 一 般 的 证 明 分 析 法 ， 而 且 能 通过 这 种 历史 
典型 案例 的 深入 分 析 引 出 数学 哲学 上 的 明确 结论 : 数学 的 发 展 并 
非 无 可 怀疑 的 真理 在 数量 上 的 单纯 积累 ， 而 是 一 个 充满 了 猜想 与 
反驳 的 复杂 过 程 。 从 而 ， 拉 卡 托 斯 研究 的 一 个 重要 特点 就 是 数学 
方法 论 、 数 学 史 与 数学 哲学 的 密切 结合 ， 这 事实 上 也 就 为 数学 哲 
学 与 数学 史 的 研究 开辟 了 一 个 新 的 重要 方向 。@ 

综 上 所 述 ， 拉 卡 托 斯 的 数学 发 现 逻 辑 就 是 现代 数学 方法 论 研 
究 中 的 一 个 十 分 重要 的 进展 。 


6.3 中 国 的 数学 方法 论 研究 


数学 方法 论 研究 的 开展 是 有 其 历史 必然 性 的 : 随 着 数学 科学 


@ 这 一 一 销 想 可 简单 地 表 壕 为 V+- 卫 =2， 其 中 V、F、 了 分 别 代表 多 面体 的 项 
点 数 、 面 数 和 校 数 。 

加 ”对 于 猜想 与 反 了 驶 在 数学 发 展 中 积极 作用 的 充分 肯定 是 无 可 非议 的 ; 但 是 ,如 ” 
果 因 此 而 断言 “一 切 数学 命题 都 只 是 大 胆 的 猜想 ” 却 显然 是 错误 的 。 正 如 第 三 章 中 所 
已 指出 的 ， 这 事实 上 也 就 是 拉 卡 托 斯 所 提 借 的 所 经验 数学 观 的 根本 错误 所 在 。 
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的 深入 发 展 ， 讲 究 数 学 研究 的 艺术 ， 探 索 数 学 的 发 展 规律 、 思 想 
方法 以 及 数学 领域 中 发 现 、 发 明和 创新 的 法 则 等 已 属 势 在 必 行 ， 
然而 ， 从 整体 上 说 ， 数 学 方法 论 又 是 一 门 新 兴 的 学 科 ， 在 国内 外 
都 尚未 形成 完整 的 体系 。 因 此 ， 在 这 一 领域 中 就 极 需 开 展 更 为 深 
入 和 系统 的 研究 。 

令 人 高 兴 的 是 ， 我 国 的 学 者 已 在 数学 方法 论 的 研究 方面 进行 
了 有 益 的 工作 并 取得 了 一 些 重要 的 成 果 。 如 所 知 ， 我 国 的 数学 方 
法 论 研究 是 在 著名 数学 家 徐 利 治 教授 的 积极 倡导 下 得 到 迅速 发 展 
的 ， 徐 利 治 教授 并 在 这 一 领域 内 进行 了 开创 性 的 研究 工作 ， 从 而 
使 我 国 的 数学 方法 论 研究 达到 了 较 高 的 水 平 并 逐步 形成 了 自己 的 
研究 特色 。 

下 面 就 主要 围绕 徐 利 治 教授 所 创立 的 关系 映射 反 演 方 法 及 抽 
象 度 分 析 法 对 此 进行 介绍 ， 另 外 ， 我 们 也 将 对 数学 直觉 与 数学 美 
的 问题 作出 独立 的 分 析 。 

1。 关 系 映射 反 演 方法 

(1) 所 谓 关系 映射 反 演 方法 ， 其 实质 就 是 指 通过 矛盾 的 转化 
来 解决 问题 ， 也 即 把 较 复 杂 、 困 难 的 问题 转化 成 较 简单 、 容 易 的 
问题 以 求 得 解决 。 一 般 地 说 ， 在 此 就 有 所 谓 的 “化 归 原 则 ”: 我 们 
应 当 善 于 使 用 “由 未 知 到 已 知 、 由 难 到 易 、 由 复杂 到 简单 ”的 转化 
来 解决 间 题 ， 另 外， 利用 化 归 原 则 解决 问题 的 一 般 模 式 则 可 归结 
如 下 : 


出 十 | 一 一 一 一 "向 妇 | 
i = 
徊 乱 |- 一 一 一 一 [ 徊 窜 "| 


化 归 的 思想 与 波 利 亚 所 倡导 的 数学 启发 法 显然 是 一 致 的 。 事 
实 上 ， 正 如 前 面 所 已 指出 的 ， 解 题 的 过 程 实质 上 即 是 一 系列 的 转 
化 过 程 ， 另外， 波 利 亚 所 给 出 的 很 多 启发 性 原则 (问题 与 建议 ) 也 

191 


就 是 关于 如 何 去 发 现 适当 的 “辅助 问题 "的 。 例 如 ， 在 面临 所 要 解 
决 的 问题 时 ， 我 们 就 应 考虑 :“ 这 是 什么 类 型 的 问题 ? 它 与 某 个 已 
知 的 问题 有 关 吗 ? 它 像 某 个 已 知 的 问题 吗 ?? 特 殊 地 ,我们 即 可 从 
所 要 追求 的 具体 目标 (未 知 元 素 、 待 证 命题 ) 出 发 去 进行 考虑 :“ 这 
里 所 谓 的 关键 事实 是 什么 ? 有 一 个 具有 同样 类 型 的 未 知 量 〈 特 别 
是 过 去 解 过 的 问题 ) 吧 ? 有 一 个 具有 同样 结论 的 定理 (特别 是 过 去 
证 明 过 的 定理 ) 吗 ?” 更 为 一 般 地 说 ,我 们 则 又 可 以 考虑 :“ 你 知道 一 
个 相关 的 问题 吗 ? 你 能 设想 出 一 个 相关 的 问题 吗 ? 你 知道 或 你 能 
设想 出 一 个 同一 类 型 的 问题 、 一 个 类 似 的 问题 、 一 个 更 一 般 的 问 
题 、 一 个 更 特殊 的 问题 四 ?” ( 《数学 的 发 现 》， 第 二 着 ,第 121、124 
页 。) 

一 般 地 说 ， 善 于 使 用 化 归 原 则 即 是 数学 家 思维 的 一 个 重要 特 
点 。 例 如 ,匈牙利 著名 数学 家 路 落 。 彼得 (了 。Peter) 就 曾 指出 , 数 
学 家 思维 的 典型 模式 是 :“ 他 们 往往 不 是 对 问题 实行 正面 的 攻击 ， 
而 是 不 断 地 将 它 变 形 ， 直 至 把 它 转化 成 能 够 得 到 解决 的 问题 。 
(《 无 穷 的 玩 艺 》， 南 京 大 学 出 版 社 ，1985 年 ， 第 84 页 。) 

(2) 随 着 人 类 实践 的 发 展 , 数 学 得 到 了 不 断 的 发 展 和 深化 , 与 
此 相应 的 也 就 有 数学 方法 的 发 展 和 深化 。 特 殊 地 ， 所 谓 的 关系 映 
射 反 演 方法 就 可 看 成 化 归 原 则 的 进一步 发 展 和 深化 。 

对 于 由 化 归 原 则 到 关系 映射 反 演 方法 的 这 一 发 展 可 以 作出 如 
下 的 分 析 : 

第 一 ， 关 系 映射 反 演 方法 的 创立 是 应 用 现代 的 数学 观 ， 也 即 
从 更 为 抽象 的 高 度 进行 分 析 的 结果 。 

具体 地 说 ， 按 照 现代 的 观点 ， 数 学 的 研究 对 象 即 是 所 谓 的 关 
系 结构 ， 从 而 ， 所 谓 求解 某 个 数学 问题 也 就 可 以 看 成 如 何 去 确 定 
关系 结构 中 的 某 一 未 知性 态 的 对 象 。 

进而 ， 从 结构 的 观点 去 进行 分 析 ， 所 谓 的 (由 未 知 到 已 知 , 由 
难 到 易 、 由 复杂 到 简单 的 ) “化 归 ? 主 要 地 就 是 通过 映射 和 反 演 得 
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以 实现 的 。 例 如 ， 几 何 中 的 射影 变换 ， 分 析 中 的 变数 变换 、 函 数 
变换 、 积 分 变换 ， 以 及 拓扑 学 中 的 拓扑 变换 等 ， 就 都 可 以 看 成 映 
射 的 实际 例子 。 另 外 ， 利 用 关系 映射 反 演 方法 解决 问题 的 过 程 则 
可 以 归结 如 下 : 


|__| ( 反 演 ) 

其 中 ，x 可 称 为 目标 原 像 ,x 在 映射 之 下 的 映像 x*= P(x) 则 可 称 为 
目标 映像 。 显 然 ， 如 果 目 标 映像 x*( 的 性 状 ) 可 以 通过 一 定 的 数学 
方法 在 映像 关系 结构 S* 中 得 到 确定 (这 时 就 称 『 为 “可 定 映 映 射 ”)，、 
而 且 ，P 又 是 可 道 的 话 ， 我 们 即 可 由 x* 出 发 并 通过 相应 的 逆 映 射 
( 反 演 )9-:! 去 求 得 目标 原 像 *， 这 样 ， 原 来 的 问题 就 得 到 了 解决 。 

第 二 ， 解 析 几 何 的 研究 与 对 数 计算 法 可 以 看 成 关系 映射 反 演 
方法 的 典型 例子 。 例 如 ， 


必 入 上 
S a 到 对 数 | lgS=21g729 + 
lg3.24~ 51g12.01 

! 

重 


几何 问题 | oe 代 数 网 是 | 


几 何 结 论 |- - 民 何 解 和 公 娄 六 苔 | 


a 
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由 于 解析 几何 与 对 数 计算 法 的 创立 即 是 由 常量 数学 向 变量 数 
学 时 期 过 渡 的 重要 标志 ， 因 此 ， 我 们 也 就 可 以 看 出 ， 由 一 般 的 化 
归 原 则 到 关系 映射 反 演 方法 的 发 展 是 与 数学 本 身 的 发 展 直接 相 联 
系 的 。 

(3》 由 于 关系 映射 反 演 方法 与 一 般 的 化 归 原 则 相 比 ， 达 到 了 
新 的 更 高 的 抽象 程度 及 更 大 的 严密 性 ， 因 此 ,从 方法 论 的 角度 看 ， 
关系 映射 反 演 方法 的 明确 提出 ， 就 是 一 次 重要 的 进步 。 在 所 已 发 
表 的 专著 《关系 映射 反 演 方法 》( 江 苏 教育 出 版 社 ，1989 年 ) 中 ,我 
们 对 这 一 方法 进行 了 全 面 的 分 析 和 论述 ， 在 此 就 仅 限于 指出 以 下 
几 点 : 

第 一 ， 应 用 关系 映射 反 演 方法 解决 问题 的 关键 显然 在 于 如 何 
寻 得 适当 的 (可 定 映 ) 映 射 h?。《 关 系 映射 反 演 方法 》 中 通过 大 量 的 
实例 总 结 出 了 一 些 常用 的 模式 ， 如 利用 发 生 函数 以 及 微分 和 积分 
作为 映射 工具 去 解决 问题 等 。 一 般 地 说 , 则 有 如 下 的 方法 论 原则 ， 
映射 法 的 选择 应 当 尽 可 能 地 符合 以 下 的 三 条 标准 ,一 是 在 将 原 像 
系统 转换 成 映像 系统 时 ， 要 能 显示 出 化 繁 为 简 、 化 难为 易 或 化 生 
为 熟 的 作用 。 二 是 要 能 导致 定 映 手 续 和 反 演 过 程 的 存在 性 和 能 行 
性 。 三 是 映射 法 本 身 的 构造 要 尽 可 能 符合 美学 准则 ， 即 既是 自然 
的 和 简单 的 ， 而 且 形 式 又 是 比较 优美 的 。”(《 关 系 映射 反 演 方法 》， 第 
82 一 83 页 。) 

第 二 ， 对 于 关系 映射 反 演 方法 在 数学 中 的 应 用 可 以 从 应 用 的 
范围 或 层次 去 进行 分 类 。 具 体 地 说 ， 这 一 方法 不 仅 可 以 被 用 于 解 
决 诸如 求 取 某 个 未 知 量 这 类 具体 的 数学 问题 ， 也 可 以 被 用 以 解决 
涉及 到 理论 的 整体 性 结构 这 样 一 种 具有 更 高 “层次 ”的 数学 问题 。 
另外 ， 就 应 用 的 性 质 而 言 ， 关 系 映 射 反 演 方法 则 又 不 仅 可 以 被 用 
于 得 出 问题 的 肯定 性 解答 ( 即 按照 原先 的 要 求 去 解决 问题 )， 而且 
也 可 以 被 用 以 得 出 问题 的 否定 性 解答 〈 即 证 明 原 来 的 问题 是 不 可 
能 得 到 解决 的 )。 
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第 三 ， 就 关系 映射 反 演 方法 在 数学 中 的 实际 应 用 而 言 ， 我 们 
往往 需要 用 到 多 次 的 “化 归 ”， 即 如 : 


[si | S* | 9a > | 


| 


i 
es 4 
| x | 二 | 


另外 ， 在 实际 的 解 是 过程 中 ， 人 们 则 又 常常 依据 映像 关系 结构 S* 
的 分 析 “ 反 过 来 "去 对 原来 的 关系 结构 S 加 以 丰富 和 发 展 , 即 如 引进 
新 的 条 件 C 等 ， 


[ej+[s] 
Se 


由 此 可 见 ， 关 系 映 射 反 演 万 法 的 应 用 并 不 是 一 个 简单 的 “ 单 
向 的 ”完全 确定 的 过 程 ， 而 是 一 个 包含 了 多 次 反覆 与 尝试 的 复杂 
过 程 。 

最 后 ,在 掌握 了 严格 意义 上 的 关系 映射 反 演 方法 以 后 ,我 们 又 
可 对 此 作出 较为 一 般 的 解释 ， 从 而 使 这 一 方法 获得 更 为 广泛 的 应 
用 。 在 此 “概念 映射 ”的 思想 及 数学 模型 的 构造 是 特别 重要 的 。 具 
体 地 说 ， 所 谓 数学 模型 就 是 指 依据 或 参照 某 种 事物 系统 的 特征 或 
数量 问 的 依存 关系 ， 采 用 纯 形 式 化 的 数学 语言 (数学 概念 .数学 符 
号 ,数学 公式 乃至 数学 图 表 等 ) 概括 地 表述 出 来 的 一 种 数学 结构 ， 
另外 ， 在 现实 的 事物 系统 与 数学 模型 之 间 所 存在 的 对 应 关系 则 就 
可 以 称 为 一 种 “概念 映射 >。 显 然 ,按照 这 样 的 理解 ,通常 所 谓 的 “ 数 
学 模型 方法 ?也 就 可 以 看 成 关系 映射 反 演 方法 的 应 用 实例 。 因 为 ， 
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建立 数学 模型 的 最 终 目 标 无 非 就 在 于 通过 模型 的 分 析 而 求 得 实际 
问题 的 解决 ， 从 而 这 也 就 是 一 种 “关系 一 映射 一 定 映 一 反 演 一 得 
解 "的 过 程 。 由 此 我 们 也 就 可 以 更 清楚 地 看 出 关系 映射 反 演 方法 所 
具有 的 普遍 的 重要 意义 。 

2。 数 学 抽象 的 若干 方法 论 原 则 及 抽象 度 分 析 法 

作为 数学 抽象 的 全 面 分 析 ， 应 当 包括 定性 的 分 析 和 定量 的 分 
析 ， 另外 ， 从 方法 论 的 角度 看 ， 我 们 则 又 可 以 通过 思维 形式 的 分 
析 对 数学 中 常用 的 抽象 方法 及 其 方法 论 原则 作出 概括 。 由 于 在 第 
4 章 中 (4.2 节 ) 我 们 已 对 数学 抽象 进行 了 定性 分 析 ， 即 从 抽象 的 
内 容 、 性 质 和 程度 这 样 几 个 方面 揭示 了 数学 抽象 的 特殊 性 质 ， 因 
此 ， 在 此 就 将 仅 限 于 指明 数学 抽象 的 若干 方法 论 原 则 并 对 抽象 度 
分 析 法 作出 简要 的 介绍 。 

(1) 这 是 一 个 基本 的 事实 ， 就 是 不 存在 可 用 以 数学 创造 的 机 
械 法 则 ， 但 是 ， 就 思维 形式 而 言 ， 数 学 的 创造 活动 显然 又 具有 一 
定 的 规律 性 ,因此 ,我 们 就 可 从 这 样 的 角度 对 数学 的 抽象 方法 进行 
分 析 ， 并 总 结 出 相应 的 方法 论 原则 (启发 性 法 则 )。 应 当 明确 的 是 ， 
第 一 ， 我 们 所 给 出 的 并 非 关于 数学 抽象 方法 的 一 个 完整 清单 ， 与 
此 相反 ， 这 只 是 一 个 初步 的 研究 。 第 二 ， 在 所 给 出 的 各 个 方法 论 
原则 之 间 存 在 着 对 立 统一 的 辩证 关系 、 所 有 这 些 方法 并 表现 出 一 
定 的 层次 性 ,因此 ,我 们 就 不 仅 应 当 掌握 各 个 具体 的 原则 ， 而 且 应 
当 注意 培养 综合 分 析 的 能 力 。 第 三 ， 我 们 在 此 主要 是 就 概念 与 模 
式 的 建构 ， 也 即 所 谓 的 创造 性 活动 从 事 数学 抽象 方法 分 析 的 ! 但 
是 ， 所 给 出 的 一 些 方法 论 原 则 同样 也 适用 于 发 现 性 的 活动 ， 如 新 
问题 的 提出 ， 解 答 的 猜测 等 。 

i) 弱 抽 象 与 强 抽象 

正如 第 4 章 中 所 已 提 及 的 ， 弱 抽象 与 强 抽象 是 数学 中 有 着 广 
泛 应 用 的 两 种 思维 形式 。 通 过 这 两 种 抽象 形式 的 具体 分 析 ， 我 们 
就 可 获得 相应 的 方法 论 原则 ， 即 “特性 分 离 一 般 化 原则 ”和 “关系 
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定性 特征 化 原则 ”。 

具体 地 说 ， 所 谓 弱 抽象 即 是 指 从 原型 (真实 的 事物 和 现象 ,或 
已 建立 的 概念 和 模式 ) 中 选取 某 一 特性 (侧面 ) 加 以 抽象 ,从 而 获得 
比 原 结构 更 为 普遍 的 结构 ， 而 原 结构 则 成 为 后 者 的 特例 。 例 如 ,由 
全 等 形 的 概念 出 发 ， 通 过 分 离 出 “形状 相似 ?或 “面积 相等 ”的 特 
性 ， 就 可 分 别 形成 较为 一 般 的 相似 形 和 等 积 形 的 概念 ， 另外 ， 由 
欧 氏 空间 逐步 引出 内 积 空间 、 距 离 空 间 和 拓扑 空间 的 过 程 ， 则 是 
一 系列 弱 抽象 的 结果 ， 并 可 表示 为 ， 


| smsm -| 内 积 空 间 ”> 距离 空间 -| 拓扑 空间 | 


由 于 数学 对 象 的 定义 有 “ 显 定义 ”和 “ 隐 定 义 ”的 区 分 ， 弱 抽象 
、 的 具体 形式 也 就 有 所 不 同 。 但 是 ， 由 所 举 的 例子 可 以 看 出 ， 只 有 
结构 内 容 较为 丰富 的 对 象 才能 成 为 弱 抽象 的 原型 。 另 外 ， 弱 抽象 
的 一 般 步 又 为 ， 首先 对 原型 的 性 质 作 具体 分 析 ， 从 中 分 离 出 某 个 
或 某 类 特性 ， 并 用 形式 化 的 数学 语言 把 它 表述 出 来 ， 然 后 ， 再 以 
此 为 依据 (明显 地 或 隐蔽 地 ) 定 义 出 更 为 一 般 的 对 象 。 这 也 就 是 所 
谓 的 “特性 分 离 一 般 化 原则 ”。 

其 次 ， 所 谓 强 抽象 是 指 通 过 引入 新 特征 强化 原 结构 来 完成 抽 
象 ， 从 而 ， 由 此 所 获得 的 新 结构 就 是 原 结构 的 特例 。 例 如 ， 通 过 
引入 “ 邻 角 相等 "或 “ 邻 边 相等 ”的 特性 ， 我 们 就 可 以 平行 四 边 形 为 
原型 而 分 别 获得 较为 特殊 的 矩形 和 菱形 的 概念 ， 另 外 ， 由 函数 的 
概念 出 发 通过 依次 引入 “连续 性 ”、“ 可 微 性 ”、“ 解 析 性 ”等 新 特性 
而 建立 连续 函数 、 可 微 函 数 及 解析 函数 等 概念 的 过 程 ， 则 是 一 系 


列强 抽象 的 结果 ， 并 可 表示 成 ， 
| 解析 函数 | 


| 函数 -| 连续 函数 a 可 微 函 数 


强 抽象 的 一 般 步 骤 为 首先， 在 一 个 系统 的 对 象 之 间 引 入 某 
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种 新 的 关系 (例如 ， 某 种 映射 、 对 应 关系 或 运算 等 )， 然 后 ， 在 所 
形成 的 新 的 关系 结构 中 把 某 种 新 出 现 的 性 质 明确 地 规定 下 来 ， 并 
以 此 为 特征 定义 出 更 为 特殊 的 对 象 。 这 也 就 是 所 谓 的 “关系 定性 
特征 化 原则 ”。 

ii) 同 向 思维 及 有 关 的 方法 论 原则 

同 向 思维 ， 笼 统 地 说 ， 即 是 指 思维 在 原先 方向 上 的 继续 ， 它 
既 包 括 了 同一 层次 上 的 平行 发 展 ， 也 包括 了 由 较 低 层次 向 较 高 层 
的 “ 飞 聊 4。 就 同 向 思维 在 数学 研究 中 的 实际 运用 而 言 ， 我 们 可 以 
总 结 出 “结构 关联 对 偶 化 原则 ”、“ 类 比 联想 拓 广 性 原则 ”等 具体 的 
方法 论 原则 。 

首先 ， 作 为 平行 发 展 的 一 个 特例 ， 两 种 数学 模式 互 为 对 偶 的 
情况 是 特别 重要 的 。 例 如 ， 通 过 引入 “无 穷 远 点 ”我 们 即 可 在 点 和 
直线 之 间 建立 对 侦 关 系 ， 并 获得 如 下 的 “对 偶 原理 ”， 在 平面 几何 
的 任 一 定理 中 ， 如 果 把 点 换 成 直线 、 直 线 换 成 点 ， 并 把 诸 种 关系 
换 成 相应 的 对 偶 关 系 ， 所 得 到 的 新 命题 依然 成 立 。 这 样 ， 几 何 中 
的 每 一 定理 及 其 对 偶 定理 只 须 证 明 一 个 就 够 了 。 因 为 知 其 一 即 知 
其 二 。 

一 般 地 说 ， 模 式 的 对 偶 性 在 数学 研究 中 有 着 广泛 的 应 用 。 例 
如 ,在 泛 函 分 析 中 为 了 研究 一 个 函数 空间 的 结构 ,往往 转 而 研究 它 
的 对 偶 空 间或 共 孝 空间 ， 又 如 在 博 奕 论 中 有 对 偶 策略 的 研究 ， 数 
学 规划 论 中 有 对 偶 规 划 的 研究 ， 等 等 。 因 此 ， 我 们 就 可 提出 如 下 
的 “结构 关联 对 偶 化 原则 ”， 在 数学 中 应 善于 把 一 对 数学 模式 按 对 
偶 化 法 则 联系 起 来 ， 并 从 这 样 的 角度 去 进行 新 的 研究 。 

其 次 ， 类 比 联 想 及 归纳 的 方法 在 数学 中 也 有 着 广泛 的 应 用 。 
例如 ， 以 下 的 类 比 就 是 特别 重要 的 : 四 “ 低 维 ”与 高 维 ? 的 类 比 
轩 数 和 形 的 类 比 !@@ 有 限 与 无 限 的 类 比 。 应 当 强 调 的 是 ， 上 述 
的 类 比 在 数学 中 不 仅 被 用 于 作出 新 的 发 现 。 例 如 ,提出 新 的 问题 ， 
对 可 能 的 解答 及 解 题 方法 进行 猜测 等 。 而 且 也 被 用 于 新 的 数学 对 
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象 (概念 和 模式 ) 的 建构 。 例 如 ， 在 建立 了 三 维 空间 的 概念 以 后 ， 
我 们 就 可 进而 建立 四 维 、 五 维 、……、n 维 乃至 无 限 维 空间 的 概念 。 
其 中 ， 由 三 维 空间 到 四 维 、 五 维 空间 的 发 展 即 是 以 “ 低 维 " 与 “高 
维 ? 的 类 比 为 基础 的 ,无 限 维 空间 的 概念 则 建立 在 有 限 与 无 限 的 类 
比 之 上 ， 另外 ， 整 个 过 程 显 然 又 是 以 数 与 形 的 类 比 为 必要 前 提 
的 。 

为 方便 计 ， 我 们 可 以 把 所 说 的 各 种 类 比 统一 地 归结 为 “类 比 
联想 拓 广 性 原则 ”， 这 就 是 指 在 获得 了 各 个 特殊 的 结论 以 后 我 们 
应 努力 通过 类 比 联想 (及 归纳 ) 去 拓 广 已 有 的 结果 。 将 这 一 原则 与 
一 般 所 谓 的 “类 比 联想 发 现 法 ?加 以 比较 ， 容 易 看 出 ， 尽 管 两 者 是 
较为 接近 的 ， 但 前 者 又 包含 了 更 为 特殊 的 内 容 和 意义 。 

最 后 ， 应 当 指 出 ， 就 实际 的 数学 研究 而 言 ， 前 面 所 说 的 弱 抽 
象 与 类 比 联想 的 方法 往往 是 互相 制约 ， 相 互 促 进 的 。 具 体 地 说 ,如 
果 把 类 比 联想 看 成 同一 层次 上 的 平行 发 展 ， 由 特殊 到 一 般 的 发 展 
则 就 是 由 较 低层 次 向 较 高 层次 的 飞 上 路 。 从 而 ， 与 一 般 的 认识 过 程 
一 样 ， 对 于 新 的 特殊 事物 的 认识 就 往往 是 以 一 般 的 认识 为 指导 
的 。 例 如 ， 只 有 正确 地 认识 了 坐标 空间 的 本 质 特性 ， 我 们 才能 由 
三 维 空间 通过 联想 而 建立 四 维 空间 的 概念 。 另 外 ,我 们 又 只 有 通过 
不 同事 物 的 类 比 才能 真正 分 离 出 作为 其 共同 特性 的 一 般 性 质 ， 从 
而 建立 起 更 为 一 般 的 概念 。 例 如 。 只 有 通过 有 穷 数 与 超 穷 数 的 类 
比 ， 我 们 才能 正确 地 作出 基数 与 序数 的 区 分 ， 并 建立 一 般 的 基数 
和 序数 的 概念 。 显 然 ， 这 也 就 清楚 地 表明 了 培养 综合 分 析 应 用 能 
力 的 重要 性 。 

iii) 逆向 恩 维 及 其 有 关 的 方法 论 原则 

所 谓 逆向 思维 ， 在 此 是 指 与 原先 思维 相反 方向 上 的 思考 。 与 
同 向 思维 一 样 ， 逆 向 思维 在 数学 中 也 有 着 广泛 的 应 用 。 例 如 ， 北 
命题 的 考虑 就 是 逆向 思维 的 一 个 典型 例子 ， 另 外 ,就 运算 而 言 , 则 
就 显然 是 指 关于 逆 运 算 的 研究 。 
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应 当 强 调 的 是 ， 所 谓 逆 向 思维 是 相对 于 原先 的 思维 路 线 而 言 
的 ， 一 旦 形成 了 独立 的 研究 方向 ， 就 无 所 谓 “ 逆 向 ?可 言 。 也 正 因 
为 此 ， 为 了 获得 有 意义 的 成 果 ， 就 还 必须 辅 以 其 它 的 “正面 的 ? 指 
导 性 法 则 。 例 如 ， 下 述 的 “新 元 素 添加 完备 化 原则 ”、“ 公 理 更 新 
和 谐 化 原则 ”及 “概念 扩展 和 谐 化 原则 ”等 就 都 是 这 样 的 实例 。 

首先 ， 逆 运算 的 考虑 即 是 引进 了 一 种 新 的 运算 ， 这 时 自然 就 
应 考虑 原先 的 结构 对 于 这 种 运算 是 否 封闭 的 问题 ;而 又 正如 减法 、 
除法 、 开 方 及 求 积分 等 实例 所 清楚 地 表明 的 ， 为 了 使 新 的 运算 能 
够 畅行 无 阻 ， 我 们 往往 必须 引进 新 的 元 素 ， 而 这 种 扩展 则 又 常常 
导致 了 数学 的 重要 进步 。 因 此 ， 我 们 就 可 引进 如 下 的 “新 元 素 深 
加 完备 化 原则 ”， 如 果 某 种 (新 运算 在 原先 的 结构 系统 中 并 不 是 
畅行 无 阻 的 ， 这 时 就 可 考虑 引入 适当 的 新 元 素 以 实现 所 说 意义 上 
的 “完备 性 ”。 

其 次 , 即 如 第 5 章 中 所 已 提 及 的 ,作为 逆向 思维 的 一 种 极端 形 
成 ， 又 可 提出 悖 向 思维 的 概念 ， 这 是 指 背离 原来 的 认识 ， 并 在 直 
接 相对 立 的 意义 上 去 探索 新 的 发 展 可 能 性 。 悖 向 思维 是 与 原先 的 
认识 直接 相对 立 的 ,因此 ,相应 的 发 展 在 最 初 往往 就 造成 了 一 定 的 
不 和 谐 性 (思维 混乱 或 形式 矛盾 )， 但是， 又 如 前 述 的 例子 所 清楚 
地 表明 的 ， 这 种 发 展 最 终 则 又 常常 导致 了 数学 的 重大 进步 ， 如 概 
念 的 精确 化 、 理 论 的 严格 化 、 新 的 统一 性 理论 的 建立 等 。 由 于 正 
是 对 和 谐 性 的 追求 促成 了 这 种 由 消极 结果 向 积极 进步 的 转化 ， 因 
此 ， 我 们 也 就 应 当 以 对 和 谐 性 的 追求 作为 对 于 悖 向 思维 的 补充 性 
指导 法 则 。 

具体 地 说 ， 如 果 不 和 谐 性 是 指 在 一 个 理论 (特别 是 公理 系统 ) 
中 发 现 了 矛盾 ( 悖 论 ;， 即 如 集合 论 悖 论 的 发 现 ， 这 时 就 应 通过 基 
本 原理 或 公理 的 适当 更 换 以 排除 矛盾 。 这 就 是 所 谓 的 “公理 更 新 和 
谐 化 原则 ”。 另 外 ， 如 果 不 和 谐 性 是 措 两 种 理论 的 直接 冲 突 ， 即 
如 非 欧 几何 与 欧 氏 几何 的 “冲突 ”， 这 时 就 可 通过 相应 概念 的 
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扩展 以 消解 矛盾 ， 这 就 是 所 谓 的 “概念 扩展 和 谐 化 原则 ?”。 

最 后 ， 应 当 指 出 ， 就 实际 的 数学 研究 而 言 ， 同 向 思维 与 逆向 
思维 往往 是 互相 依赖 、 相 互补 充 的 。 从 而 ， 这 也 就 更 为 清楚 地 表 
明了 诸 方 法 论 原则 的 整体 性 。 

(2) 所 谓 抽象 度 分 析 法 , 即 是 关于 数学 抽象 的 定量 分 析 方法 。 
对 其 主要 内 容 可 以 介绍 如 下 :@ 

第 一 ， 抽 象 度 分 析 法 的 基本 思想 是 : 各 种 数学 抽象 物 (包括 
概念 、 定 理 、 模 式 、 方 法 等 ) 都 具有 一 定 的 抽象 程度 ,对 此 是 可 以 
定量 地 予以 分 析 的 ， 从 而 就 有 所 谓 的 抽象 度 及 其 它 的 有 关 指 标 。 

具体 地 说 ， 如 果 定 义 概念 B 时 用 到 了 概念 A， 或 者 证 明定 理 B 
时 用 到 了 定理 A， 就 称 B 比 A 抽象 , 记 作 A 一 B。 由 于 这 里 所 说 的 搞 
象 可 以 指 弱 抽象 、 强 抽象 或 其 它 任何 一 种 形式 的 抽象 “对 此 我 们 
不 妨 称 为 广义 抽象 )， 因 此 ， 对 于 任 一 给 定 的 数学 分 支 或 理论 来 
说 ， 只 要 对 其 中 的 各 个 抽象 物 之 间 的 顺序 关系 作出 明确 的 说 明 ， 
也 即 对 “抽象 ”的 概念 作出 明确 的 定义 〈 这 种 定义 通常 依赖 于 对 于 
理论 中 各 个 抽象 物 形成 过 程 的 具体 考察 ), 并 假设 在 这 种 定义 下 所 
有 这 些 抽 象 物 构成 了 一 个 严格 偏 序 集 {M, 一 }@ ,我 们 就 可 依次 引 
进 以 下 的 各 个 概念 。 

Q@ 完全 不 可 扩张 链 和 抽象 物 的 相 联 性 。 若 抽象 物 A 和 B 属 于 
M 且 A3B, 则 称 A 瑟 B 为 链 ，A 岂 作 链 的 始点 ，B 叫做 链 的 末 
点 。 若 给 定 链 A 一 B 和 B 一 C， 这 两 个 链 可 以 拼 接 成 A 一 B 一 人 C， 
它 就 叫做 前 两 个 链 的 扩张 链 。 对 给 定 链 P ,一 P: 一 … 一 Pu， 若 能 

- 找到 另 一 链 Q ,一 Q : 歼 … 一 Qu 使 得 Qi=Pn 或 Qu=P,， 则 称 前 
@ 详 可 参见 徐 利 治 、 张 湾 庆 《数学 抽象 度 概念 与 抽象 度 分 析 法 》 载 《 数 学 研 
究 与 评论 》，1985 年 ， 第 二 期 。 

回 ”{M, 刁 } 构 成 严格 编 序 集 ， 当 且 仅 当 ,1°, 对 M 中 的 任意 元 素 人 ,B,C, 如果 
,有 A 了 B，B3C, 则 有 人 AC，2*, 对 M 中 的 任意 两 个 元 案 A 和 B， 以 下 三 种 情况 必 有 
一 种 且 仅 有 一 种 成 立 ，A 一 B, 或 BA， 或 在 AB 间 并 无 次 序 关系 。 
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一 链 是 可 扩张 的 。 若 链 了 ,一 P: 一 … 一 Pu 上 再 不 能 添加 新 的 抽象 
物 ， 即 不 存在 形 如 P :一 … 一 P，, 一 Q 一 P 一 … 一 Po 的 链 ， 则 称 该 
链 为 完全 的 。 若 一 个 链 既 完全 又 不 可 扩张 , 则 称 这 个 链 是 “完全 不 
可 扩张 的 ” ,整个 集合 M 即 是 一 些 “ 完 全 不 可 扩张 链 ”的 并 集 。 若 抽 
象 物 A 与 B 位 于 同一 链 上 ， 则 称 A 与 B“ 相 联 ” ,否则 称 它们 “不 相 
联 ”。 

@ 相对 抽象 度 ， 设 P 与 Q 是 集合 M 中 的 任意 一 对 相 联 元 素 ， 
如 在 M 中 有 一 条 完全 的 链 

(4): PIP13O% 3Pr :一 Q 
则 链 (》) 的 长 度 r 即 定义 为 Q 关 于 了 的 相对 抽象 度 ， 记 作 deg 
(Q 1 P) ,如 果 联 结 P 与 Q 的 完全 链 有 SS 条: (M1)5CX2)，…(N,)， 
其 长 度 分 别 为 rtyrz，…，re*Q 关 于 了 的 相对 抽象 度 即 可 规定 为 诸 
nm 中 的 最 大 值 ， 即 

deg(Q | P) = max(riyrzy…… rs)。 

@ 入 度 和 出 度 ， 偏 序 集 (M ,一 ) 中 的 抽象 物 可 用 点 表示 ， 关 
联 的 抽象 物 之 间 都 可 用 有 向 线段 联结 ,这 样 便 得 到 一 个 有 向 图 。 图 
中 的 极 小 点 即 为 所 有 完全 不 可 扩张 链 的 始点 ， 可 规定 这 些 起 始点 
的 抽象 度 都 是 零 ， 这 样 M 中 每 一 抽象 物 X (图 中 的 点 ) 相 对 于 这 些 
零 抽象 度 元 素 而 言 就 获得 了 确定 的 (最 大 ) 抽 象 度 ， 记 为 deg(X)。 
另外 ， 若 P 点 是 至 少 两 个 不 同 链 的 末 点 ， 则 称 了 为 “交汇 点 ”又 
若 P 是 至 少 两 个 不 同 链 的 始点 , 则 称 它 为 “分 又 点 "。 由 于 交汇 点 代 
表 着 (M, 一 ) 中 至 少 有 两 条 链 在 那里 汇聚 的 抽象 物 , 故 有 较 大 的 重 
要 性 ， 类 似 地 ， 由 于 分 义 点 代表 着 至 少 可 以 用 作 两 个 概念 出 发 点 
的 抽象 物 , 故 有 较 大 的 基本 性 。 凡 从 点 X 引 出 的 链 的 条 数 及 汇集 的 
链 的 条 数 分 别 叫做 该 点 的 “出 度 ” 和 “入 度 ”， 分 别 记 作 d+(X) 和 
dr-(X) ， 显 然 ， 这 正 是 关于 抽象 物 X 的 基本 性 和 重要 性 的 定量 表 
现 。 

综 上 所 述 ， 按 照 上 述 步骤 ， 对 M 中 任 一 抽象 物 X 均 可 计算 其 
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抽象 度 deg(X) 、 入 度 d (X) 和 出 度 d+(X)， 由 此 获得 的 三 元 数 
组 {deg( 义 ),d~( 义 ),d+ (XX)} 便 叫做 六 的 三 元 指标 ， 记 作 

ind(X)= (deg(X),d (X),d+(X))。 
由 于 这 三 个 数值 分 别 刻画 了 X 的 深刻 性 、 重 要 性 和 基本 性 ,因此 ， 
三 元 指标 就 给 出 了 一 个 抽象 物 的 较为 全 面 的 信息 。@ 

第 二 ,给 定 某 一 数学 分 支 的 全 部 或 部 分 数学 抽象 物 的 集合 M， 
我 们 即 可 按照 以 下 的 步骤 对 M 中 的 元 素 作 全 面 的 抽象 度 分 析 ， 

Q@ 明确 “抽象 "的 意义 ， 将 M 排 成 偏 序 集 ,使 其 中 每 一 条 链 都 
表现 为 不 可 扩张 的 完全 链 。 

@ 将 (M， 一 ) 画 成 有 向 图 、 标 明 每 一 步 抽 象 的 意义 ( 强 、 弱 
等 )， 必 要 时 再 标明 相应 的 思维 原则 。 

@ 将 偏 序 集中 的 各 个 极 小 点 作为 始点 计算 各 条 链 上 的 各 个 
点 的 相对 抽象 度 。 

@ 计算 图 中 每 一 点 的 入 度 与 出 度 , 从 而 获得 每 一 点 XX 的 三 元 
指标 ind(X)。 

例如 ， 如 果 局 限于 驳 抽 象 与 强 抽象 这 两 种 思维 形式 ， 对 数学 
分 析 中 熟知 的 一 些 概念 就 可 分 析 如 下 : 

采取 字母 R、X 等 分 别 表 示 以 下 的 各 个 数学 抽象 物 : 
及 ， 常量 ，X: 变量 ，P: 多 项 式 ，FE， 基本 初等 函数 ， ,初等 
函数 ，F， 函数 ，C" :连续 函数 ，C: ， 可 微 函数 ;A， 解 析 函 数 ， 
I， 黎 曼 可 积 函 数 。 5 
于 是 可 以 形成 以 下 的 有 向 图 ( 见 下 页 ) 。 

显然 ， 通 过 这 样 的 分 析 ， 我 们 就 可 更 消 趣 地 了 解 一 个 数学 理 
论 的 内 在 结构 。 

最 后 ， 应 当 强 调 的 是 ， 抽 象 度 分 析 法 不 仅 适 用 于 具有 丰富 内 

人 @@ ”我 们 还 可 进 一 _ 步 引进 < 抽 条 难度 。 的 概念 ， 对 此 相知 4 政信 的 困 庄 丰 吉 扣 
象 度 分 析 法 》。 
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涵 的 数学 模式 的 分 析 ， 而 且 也 可 用 于 揭示 一 般 抽象 理论 的 内 在 结 
构 。 显 然 ， 这 也 就 清楚 地 表明 了 数学 方法 论 研究 的 普遍 意义 。 

3。 数 学 美 与 数学 直觉 

最 后 ， 再 对 数学 美 与 数学 直觉 的 问题 作 一 分 析 。 

(1) 数学 中 是 否 包含 有 美的 因素 ? 对 此 ， 大 部 分 学 者 的 回答 
是 肯定 的 。 例 如 ， 古 代 的 哲学 家 、 数 学 家 普 洛 克拉 斯 早 就 断言 : 
“哪里 有 数 , 哪 里 就 有 美 。" 亚 里 士 多 德 也 曾 指出 ， 虽 然 数学 中 没有 
明显 地 提 到 美 ， 但 数学 与 美 并 不 是 没有 关系 的 。 因 为 ， 美 的 主要 
形式 就 是 秩序 、 匀 称 和 确定 性 ,而 这 些 就 是 数学 所 研究 的 原则 。 现 
代数 学 家 关于 数学 美的 论述 更 是 不 计 其 数 。 如 彭 加 莱 这 样 写 道 : 
“一 个 名 符 其 实 的 科学 家 ,尤其 是 数学 家 ， 他 在 他 的 工作 中 体验 到 
和 艺术 家 一 样 的 印象 ,他 的 乐趣 和 艺术 家 的 乐趣 具有 相同 的 性 质 ， 
是 同样 伟大 的 东西 >, 而 这 种 “伟大 的 东西 ?就 是 可 以 与 艺术 美 相 提 
并 论 的 数学 (科学 ) 美 。 另 外 ,罗素 则 更 把 数学 的 美 形容 为 一 种 “ 冷 
而 严肃 的 美 ?他 写 道 ,数学 ， 如 果 正 确 地 看 它 , 不 但 拥有 真理 ,而 
且 也 具有 至 高 的 美 ， 正 像 雕 刻 的 美 ， 是 一 种 冷 而 严肃 的 美 ， 这 种 
美 不 是 投 合 我 们 天 性 的 微弱 的 方面 ， 这 种 美 没有 绘画 或 音乐 那些 
华丽 的 装饰 ， 它 可 以 纯净 到 崇高 的 地 步 ， 能 够 达到 严格 的 只 有 最 
伟大 的 艺术 才能 显示 的 那 种 完美 的 境地 。” 

对 有 关 的 言论 进行 深入 分 析 ， 不 难看 出 ， 当 人 们 在 谈 及 数学 


204 


美 时 ， 事 实 上 包含 了 两 种 不 同 的 涵义 :一 是 把 数学 美 看 成 美的 一 
种 基本 形式 ， 另 一 则 是 指 如 何 依据 审美 直觉 去 从 事 数学 的 研究 。 

显然 ， 按 照 前 一 种 理解 ， 我 们 即 可 通过 与 艺术 美 、 自 然 美 等 
的 比较 对 数学 美的 性 质 作 出 进一步 的 分 析 。 例 如 ， 罗 素 的 上 述 引 
言 就 是 这 样 的 例子 。 另 外 ， 赵 磷 珊 在 《从 美学 角度 看 数理 科学 》 一 
文中 也 曾 写 道 :“ 让 我 们 换个 角度 ， 换 个 着 眼 点 ， 用 欣赏 古 希 腊 维 
纳 斯 雕像 或 泰山 日 出 的 眼光 去 看 上 面 那个 无 穷 级 数 ， 你 就 会 突然 
顿悟 ， 被 那 馆 辑 推理 的 优美 和 它 具 有 的 精神 伟力 ， 以 及 纯粹 数学 
天 衣 无 缝 的 精美 结构 ， 和 谐 简 洁 的 无 穷 层 次 ， 气 势 磅 磷 的 对 称 
排列 ， 激 动 得 拍案 叫绝 、 叹 为 观 此 的。…… 前 面 那个 级 数 以 及 千 
万 个 其 他 数学 公式 和 物理 定律 都 具有 浓郁 的 中 国 古 诗 的 特点 : 淡 
远 清空 ， 专 求 意象 。…… 所 以 ， 从 美学 角度 看 ， 每 一 个 数学 公式 
和 物理 定律 ， 都 是 能 够 给 人 的 理智 以 极 大 美感 的 数学 诗 。…… 这 
是 数学 家 心灵 和 智慧 再 生 的 数学 艺术 美 ， 它 所 造 出 的 庄严 、 永 恒 
和 宏伟 的 意境 ， 不 是 诗 是 什么 ??(《 科 学 。 艺术 .哲学 断想 ， 三 联 书 
店 ，1985 年 ， 第 53 一 55 页 . ) 张 疯 宙 也 曾 写 道 ; “数学 美 是 一 种 形式 美 ， 
数学 定理 的 对 称 、 和 谐 和 简约 ， 思 维 技巧 的 奇异 .多 变 和 巧妙 ,使 
人 们 叹为观止 ，…… 如 果 说 自然 美和 艺术 美 是 由 视觉 、 听 觉 等 感 
官 所 接受 的 美感 ， 数 学 美 则 是 大 脑 思考 所 产生 的 思维 结构 上 的 精 
神 美 。 思 维 上 的 形式 美学 是 整个 美学 的 重要 组 成 部 分 。”(《 关 于 数 
学 文化 的 一 点 思考 》， 载 《科学 报 》，1989 年 ，9 月 9 日 。》 . 

一 般 地 说 , “精确 、 简 洁 、 庄 严 (抽象 ) 、 永 恒 ” 的 确 可 以 认为 
是 数学 美的 主要 特征 。 例 如 , 当 我 们 认为 某 物 具有 数学 的 美 时 , 通 
常 即 是 指 形式 的 简洁 性 、 表 述 的 精确 性 、 结 论 的 普遍 性 等 。 而 这 
事实 上 也 就 是 数学 对 于 人 类 文明 的 一 个 重要 贡献 ， 即 极 大 地 丰富 
了 人 们 的 美感 。 

当然 ,上 述 的 讨论 严格 地 说 已 经 超出 了 数学 方法 论 的 范围 :与 
此 相反 ， 数 学 中 的 美学 方法 则 构成 了 数学 方法 论 的 重要 课题 。 下 
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面 就 围绕 后 一 问题 作 进一步 的 分 析 。 

第 一 ， 对 于 美的 追求 具有 重要 的 方法 论 意义 。 

即 如 第 4 章 中 所 已 指出 的 ， 无 论 就 数学 理论 的 现实 真理 性 或 
形式 真理 性 而 言 ， 主 要 地 都 是 一 种 理性 的 分 析 ， 然 而 ， 非 理性 的 
因素 在 数学 研究 .特别 是 形式 的 研究 中 也 具有 十 分 重要 的 地 位 ,而 
所 谓 的 非 理 性 因素 主要 地 就 是 指 直 党 的 判断 及 美学 的 考虑 。 事 实 
上 ， 由 历史 的 实例 即 可 清楚 地 看 出 ， 关 于 数学 理论 现实 真理 性 或 
形式 真理 性 的 判断 都 有 一 个 较 长 的 过 程 ， 与 此 相反 ， 美 学 的 标准 
却 为 数学 家 们 提供 了 一 种 即时 的 判断 ， 从 而 ， 在 数学 研究 中 就 有 
着 广泛 的 应 用 。、 

具体 地 说 ， 数 学 家 们 常常 即 以 美学 的 考虑 决定 自己 的 研究 方 
向 。 如 阿达 玛 (J .Hadamard) 就 曾 指出 : “科学 美感 ， 这 种 特殊 的 
美感 ， 是 我 们 必须 信任 的 向 导 ?， 因 为 ，“ 唯 有 美感 能 够 预示 将 来 
的 研究 成 果 是 否 会 富有 成 果 。? 另 外 ， 美 学 的 考虑 ， 对 于 理论 的 评 
价 也 具有 重要 的 作用 。 如 斯 思 就 曾 指出 :在 数学 定理 的 评价 中 , 审 
美的 标准 既 重 于 逻辑 的 标准 ， 也 重 于 实用 的 标准 ， 美 观 和 高 雅 对 
数学 概念 的 评价 来 说 ， 比 是 否 严格 正确 、 是 否 可 能 应 用 都 重要 得 
多 ,”0@ 

第 二 ， 与 任何 美感 一 样 ， 人 们 对 于 数学 的 美感 也 带 有 强烈 的 
感情 色彩 ， 而 且 , 不 同 的 人 关于 数学 美的 标准 也 是 各 不 相同 的 ;但 
是 ， 从 加 体 上 说 ， 数 学 美感 又 不 是 什么 虚无 标 渺 、 忽 有 忽 无 的 东 
西 ， 数 学 美 也 不 是 什么 纯粹 主观 、 不 可 提 摸 的 东西 ， 而 是 有 其 确 
定 的 客观 内 容 的 。 由 于 数学 的 发 展 ( 及 人 类 文明 的 进步 )， 数 学 美 
的 概念 也 有 了 一 定 的 发 展 和 演变 ， 但 是 ， 它 的 基本 内 容 又 是 相对 
稳定 的 。 这 就 是 ， 对称 性 、 简 单 性 、 统 一 性 和 奇异 性 。 


转 引 自 《数学 方法 论 入 门 ”》” 浙江 教育 出 版 社 , 1985 年 ,第 115，91 页 。 


© 
@ 这 种 “美学 至 上 "的 观点 显然 是 不 正确 的 ,对 此 可 参见 下 面 的 分 析 。 
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首先 ， 对 称 性 在 原始 的 意义 上 是 指 组 成 某 一 事物 或 对 象 的 两 
个 部 分 的 对 等 性 ， 另 外 ， 就 现代 的 理解 而 言 ， 对 称 性 则 又 广义 地 
被 理解 为 各 个 组 成 部 分 的 和 谐 性 ， 从 而 ， 对 称 美 也 就 可 以 被 等 同 
于 和 谐 美 。 其 次 ， 冯 “ 诺 意 曼 的 下 述 言论 可 以 看 成 对 于 简单 性 的 
最 好 说 明 :“ 人 们 要 求 一 个 数学 定理 或 数学 理论 ， 不 仅 能 用 简单 和 
优美 的 方法 对 大 量 的 先前 彼此 毫 无 联系 的 个 别 情况 加 以 描述 ， 并 
进行 分 类 ， 而 且 也 期 望 它 在 “建筑 ?结构 上 “优美 。 在 陈述 这 个 问 
题 时 平易 轻松 ， 然 后 在 解决 它 和 探讨 它 的 所 有 尝试 中 遇 到 巨大 困 
难 ， 然 后 再 出 现 某 种 非常 依 人 的 转折 ， 使 探讨 或 一 部 分 探讨 一 下 
子 容易 起 来 ， 等 等 。 同 样 ， 如 果 推 注 是 元 长 或 复杂 的 话 ， 那 么 就 
应 该 包含 某 种 简单 的 一 般 原 理 ， 用 以 “说 明 ’ 各 种 复杂 和 曲折 的 情 
况 ,把 明显 的 武断 化 为 少数 几 条 简单 的 指导 性 的 推动 因素 ,等 等 。” 
(《 数 学 家 》， 载 《数学 史 译文 集 》， 第 123 页 。) 再 次 ， 尽 管 现代 数学 的 发 
展 明 显 地 表现 出 了 多 样 性 ， 一 些 数学 家 仍然 突出 地 强调 了 数学 的 
统一 性 。 例 如 , 希 尔 伯 特写 道 :“ 今 日 的 数学 科学 是 何等 丰富 多 彩 ， 
何等 范围 广阔 ! 我 们 面临 这 样 的 问题 数学 会 不 会 遭 到 像 其 它 有 
些 科 学 那样 的 厄运 ， 被 分 制 成 许多 孤立 的 分 支 ， 它 们 的 代表 人 物 
很 难 互相 理解 ， 它 们 的 关系 变 得 更 松懈 了 ? 我 不 相信 会 有 这 样 的 
情况 ， 也 不 希望 有 这 样 的 情况 。 我 认为 ， 数 学 科学 是 一 个 不 可 分 
割 的 有 机 整体 ， 它 的 生命 力 正 是 在 于 各 个 部 分 之 间 的 联系 。 尽 管 
数学 知识 千差万别 ， 我 们 仍然 清楚 地 意识 到 : 在 作为 整体 的 数学 
中 ， 使 用 着 相同 的 逻辑 工具 ， 存 在 着 概念 的 亲缘 关系 ， 同 时 ， 在 
它 的 不 同 部 分 之 间 ， 也 有 大 量 相 似 之 处 。 我 们 还 注意 到 ， 数 学 理 
论 越 是 向 前 发 展 ， 它 的 结构 就 变 得 更 加 调和 一 致 并且， 这 门 科 
学 一 向 相互 隔绝 的 分 支 之 间 也 会 显露 出 原先 意 想 不 到 的 关系 。 因 
此 ， 随 着 数学 的 发 展 ， 它 的 有 机 的 特性 不 会 丧失 ， 只 会 更 清楚 地 
呈现 出 来 。?(《 数 学 问题 >，， 同上， 第 81 一 82 页 。) 最 后， 奇异 性 则 是 指 
所 获得 的 结果 是 如 此 地 出 人 意外 。 由 于 数学 中 某 些 被 认为 是 奇异 
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的 结果 ， 不 仅 引起 了 人 们 的 惊 得 和 府 异 ， 而 且 也 激 起 了 人 们 的 兴 
趣 和 赞叹 ， 因 此 ， 就 如 徐 利 治 先生 所 说 : “奇异 是 一 种 美 ， 奇 异 到 
极度 更 是 一 种 美 。"@ 

第 三 ， 依 据 数学 美 客观 内 容 的 分 析 ， 我 们 就 可 对 以 下 的 问题 - 
作出 初步 的 解答 : 对 于 美的 追求 为 什么 能 对 数学 的 发 展 起 到 一 定 
的 促进 作用 ? 

为 此 ， 我 们 可 以 首先 对 数学 美 各 个 内 容 的 相互 关系 作出 如 下 
的 分 析 : @ 由 于 对 称 性 无 非 就 是 部 分 与 部 分 之 间 统 一 性 的 特殊 
表现 ;又 由 于 简单 性 的 获得 常常 建立 在 对 于 统一 性 的 认识 之 上 ( 反 
之 ， 统 一 性 则 又 常常 表现 为 以 较 简单 的 形式 揭示 出 对 象 的 内 在 联 
系 ), 因 此 ,在 所 说 的 意义 上 ,对 称 性 和 简单 性 就 都 可 以 归结 为 统一 
性 。@ 由 于 奇异 性 就 意味 着 出 乎 常识 或 预料 ,也 即 对 于 先前 达到 
的 统一 性 的 破坏 ， 因 此 ， 奇 异性 与 统一 性 在 一 定 意义 上 就 是 互相 
对 立 的 ， 然 而， 就 实际 的 数学 研究 而 言 ， 这 两 者 又 往往 是 互相 依 
赖 、 相 互 促进 的 。 例 如 ,奇异 性 结果 的 获得 往往 导致 了 认识 的 飞 
跃 ， 而 这 种 新 的 认识 则 又 意味 着 在 更 高 的 层次 上 达到 新 的 统一 。 

进而 ,我 们 就 可 指出 对 于 美的 追求 何以 能 促进 数学 的 发 展 了 : 
由 于 客观 世界 是 统一 的 ， 而 且 这 种 统一 性 是 一 种 辩证 的 统一 ， 即 
是 多 样 性 的 统一 ， 因 此 ， 作 为 客观 世界 量 性 规律 性 的 反映 ， 数 学 
理论 在 本 质 上 也 是 统一 的 ， 而 且 ， 这 种 统一 性 也 是 一 种 包含 了 差 
蜡 的 统一 ， 即 是 和 谐 与 差异 的 统一 体 。 从 而 ,在 这 样 的 意义 上 ,对 
于 统一 性 和 奇异 性 (一 般 地 说 ， 就 是 数学 美 ) 的 追求 实质 上 就 是 对 
于 数学 理论 真理 性 的 追求 ， 而 这 最 终 必然 地 又 促进 了 数学 认识 的 
深化 与 发 展 。 

当然 ,作为 问题 的 另 一 方面 ,我 们 又 应 清楚 地 看 到 在 真 与 美 之 


@ ”在 《数学 方法 论 入 门 》 中 可 以 看 到 对 于 对 称 性 、 简 单 性 、 统 一 性 和 奇异 性 的 追 
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间 所 存在 的 差异 ,从 而 就 不 能 从 纯粹 美学 的 角度 去 研究 数学 ,更 不 
能 以 美学 的 考虑 完全 代替 真理 性 问题 的 分 析 。 不 然 的 话 , 则 就 可 能 
使 数学 研究 走 上 歧途 ， 甚 至 导致 荒 雇 的 结果 。 对 于 纯粹 美学 的 研 
究 的 这 种 危险 性 ， 一 些 数 学 家 也 是 再 三 强调 了 的 。 例 如 ， 汉 “。 诺 
意 曼 就 曾 指出 ; 当 一 门 数 学 学 科 远离 它 的 经 验 本 源 继 续 发 展 的 时 
候 ， 或 者 更 进一步 ， 如 果 它 是 第 二 代 和 第 三 代 ， 仅 仅 间 接地 受到 
来 自 现实 的 思想 所 启发 ， 它 就 会 遭 到 严重 危险 的 困扰 。 它 变 得 越 
来 越 纯粹 地 美学 化 , 越 来 越 纯粹 地 “为 艺术 而 艺术 。 如 果 在 这 个 领 
域 周 围 是 互相 联系 并 且 仍 然 与 实践 经 验 有 密切 关系 的 学 科 ， 或 者 
这 个 学 科 处 于 具有 非常 卓越 和 发 展 健全 的 审美 能 力 的 人 们 的 影响 
之 下 ， 那 这 种 美学 需要 不 一 定 是 坏事 。 但 是 ， 仍 然 存在 一 种 严重 
的 危险 ， 即 这 门 学 科 将 沿 着 阻力 最 小 的 途径 发 展 ， 使 远离 水 源 的 
小 溪 又 分 散 成 许多 无 足 轻 重 的 支流 ， 使 这 门 学 科 变 成 大 量 被 搞 混 
乱 的 琐碎 枝 节 和 错综复杂 的 末 事 。 换 句 话 说， 在 距离 经 验 本 源 很 
远 很 远 的 地 方 ， 或 者 在 多 次 “抽象 的 近亲 繁殖 之 后 ， 一 门 数 学 学 
科 就 有 退化 的 危险 。”(《 数 学 家 》， 同 前 ， 第 123 页 。) 

综 上 所 述 ， 我 们 就 应 充分 肯定 美学 考虑 的 方法 论 意义 ， 但 又 
不 能 以 此 来 完全 代替 关于 数学 真理 性 的 理性 分 析 ( 卖 宁 说 ,这 是 一 
种 “即时 的 理性 ”)。 

(2) “ 直 党 ?在 数学 哲学 中 是 一 个 大 大 被 “滥用 ?了 的 名 词 。 例 
如 ， 数 学 家 们 经 常 提 及 这 一 名 词 ， 但 却 没有 意识 到 有 必要 对 此 作 
出 进一步 的 说 明 ， 另外， 一 些 数学 哲学 家 则 更 以 “直觉 ?作为 解决 
某 些 理论 困难 的 最 方便 的 “通知 ”。 从 而 ，“ 直 党 "事实 上 就 是 数学 
哲学 中 最 需要 澄清 的 一 个 概念 。 

我 们 认为 ， 对 于 一 般 所 谓 的 直觉 可 以 作出 如 下 的 区 分 : 

@ 非 形式 与 形式 水 平 上 的 区 分 :直观 与 直觉 。 在 非 形式 的 数 
学 研究 中 ， 由 于 研究 对 象 具有 明显 的 直观 背景 ， 因 此 ， 我 们 就 可 
借助 于 直观 ,也 即 关 于 物质 对 象 的 直接 认识 获得 相应 的 数学 知识 ; 
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与 此 相反 ， 在 纯 形 式 的 数学 研究 中 我 们 是 完全 不 考虑 理论 所 可 能 
具有 的 现实 意义 的 ， 从 而 ， 这 里 所 说 的 直觉 就 不 可 能 是 关于 物质 
对 象 的 直接 认识 ， 也 即 应 当 与 上 述 的 直观 明确 地 加 以 区 分 。@ 构 
造 性 直 党 与 直觉 的 认识 的 区 分 。 就 纯 形 式 的 范围 而 言 ， 对 于 直觉 
又 有 以 下 两 种 不 同 的 理解 ， 如 前 所 述 ， 尽 管 数学 对 象 并 非 不 依赖 
于 思维 的 独立 存在 ， 而 是 人 类 思维 的 产物 ， 但 是 ， 一 旦 数学 对 象 
得 到 了 “构造 >， 则 就 获得 了 相对 的 独立 性 ， 进 而 ， 所 谓 的 直 党 常 
常 也 就 是 指 对 于 这 种 数学 实在 的 直接 的 认识 ， 另外， 在 一 些 学 者 
那里 ， 直 觉 却 被 等 同 于 思维 的 创造 性 活动 一 一 正 是 通过 这 种 创造 
性 活动 ， 数 学 对 象 才 得 到 了 “构造 >。 例 如 ， 直 党 主义 就 是 后 者 的 
典型 例子 。@ 审美 直觉 与 关于 真理 的 洞察 的 区 分 。 两 者 的 区 别 显 
然 在 于 ， 前 者 所 直接 涉及 的 只 是 数学 对 象 的 美学 特征 ， 后 者 则 是 
指 对 于 数学 对 象 结构 关系 的 直接 的 认识 。 

正如 第 4 章 中 所 已 指出 的 ， 如 果 片 面 地 强调 数学 概念 的 主观 
人 性。 以 致 否定 了 数学 对 象 由 内 在 的 “思维 构造 "向 外 部 的 “独立 " 存 
在 的 转化 的 可 能 性 ， 最 终 就 必然 导致 荒 雇 的 结论 ， 与 此 相反 ， 我 
们 必须 肯定 数学 对 象 的 逻辑 构造 性 。 从 而 ， 在 数学 直觉 的 进一步 
分 析 中 我 们 就 应 以 直 党 的 认识 为 主要 的 对 象 。 另 外 ， 由 于 在 前 面 
已 对 审美 直觉 的 问题 进行 了 专门 的 讨论 ， 因 此 ， 下 面 的 讨论 就 将 
集中 在 对 于 数学 真理 的 直觉 的 认识 上 。 

对 于 数学 直 党 的 性 质 可 以 作出 如 下 的 分 析 : 

非 逻辑 性 是 直 党 的 基本 特性 。 例 如 ， 茧 加 莱 曾 经 指出 ; 搞 算 
术 ， 就 如 搞 儿 何 ,或 搞 任何 别 的 科学 ,需要 某 种 与 纯 逻 辑 不 同 的 东 
西 。 为 了 表述 这 个 某 种 东西 ， 我 们 没有 更 好 的 字眼 ， 只 能 用 “ 直 
觉 ' 一 词 " 这 就 是 说 ， 直 觉 是 “从 事 科 学 发 现 所 需要 的 与 纯 逻 辑 不 
同 的 某 种 东西 。 ”依据 所 说 的 “ 非 逻辑 性 ”， 我 们 并 可 对 数学 直 沉 的 
性 质 进一步 论述 如 下 : 

第 一 ， 直 接 性 。 由 于 直 党 是 一 种 非 逻 辑 的 领域 或 洞察 ,因此 ， 
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与 普通 的 远 辑 推理 过 程 相 比 , 直 党 的 认识 就 更 为 直接 , 即 其 中 往往 
包含 有 飞跃 和 突变 。 这 也 就 如 彭 加 茉 所 说 ， 为 直觉 所 指引 的 数学 
家 不 是 以 步步为营 的 方式 前 进 的 ,“ 他 们 往往 在 第 一 次 出 击 中 就 迅 
速达 到 了 征服 的 目的 ?第 二 , “可 信 性 *。 尽 管 直觉 并 非 建立 在 严 
格 的 逻辑 论证 之 上 ， 但 同时 却 又 往往 伴 有 很 强 的 “自信 心 "。 这 就 
如 同 波 利 亚 所 描述 的 那样 “一 个 突然 产生 的 ,展示 了 惊人 的 (处 于 
戏剧 性 的 重新 排列 之 中 ) 新 因素 的 想法 ,具有 一 种 令 人 难忘 的 重要 
气氛 ， 并 给 入 以 强烈 的 信念 .这 种 信念 常常 表现 为 诸如 现在 我 有 
啦 1 我 求 出 来 了 1 原来 是 这 一 招 7 等 惊叹 。”(《 数 学 的 发 现 》, 第 二 
卷 ， 第 90 页 。) 一 般 地 说 。 这 也 就 是 直觉 的 认识 与 一 般 的 猜想 的 主 
要 区 别 所 在 。 第 三 ， 自 发 性 。 这 首先 是 指 直觉 的 发 生 常 常 具有 突 
然 性 和 偶然 性 ， 其 次 ， 直 党 的 认识 又 常常 表现 为 无 意识 的 思维 活 
动 。 从 而 ， 总 的 来 说 ,直觉 的 认识 就 是 不 可 预期 和 不 可 解释 的 。 例 
如 ， 高 斯 曾经 提 及 ， 他 曾 以 数 年 的 时 间 企图 证 明 一 个 算术 定理 而 
未 能 获得 成 功 ;“ 最 后 ， 我 获得 了 成 功 ， 但 并 非 由 于 艰 莹 的 努力 ， 
而 是 由 于 上 帝 的 恩惠 ， 就 像 一 道 忽然 出 现 的 闪光 ， 疑 团 一 下 子 被 
解 开 了 ， 连 我 自己 也 无 法 说 清 在 先前 已 经 了 解 的 东西 与 使 我 获得 
成 功 的 东西 之 间 是 怎样 联系 起 来 的 "第 四 ， 综 合 性 和 形象 性 。 与 
逻辑 推理 的 抽象 性 相反 ， 直 党 常常 与 形象 思维 相 联 系 ， 即 表现 为 
某 种 综合 性 的 心智 的 图 像 ， 它 在 细节 上 是 模糊 的 ， 但 在 整体 上 却 
是 确定 的 。 例 如 ， 阿 达 玛 就 兽 强 调 了 形象 轧 维 对 于 理解 数学 证 明 
的 重要 性 。 他 写 道 : 借助 于 它 , “我 就 可 以 一 下 子 看 到 论证 中 的 所 
有 成 分 ， 把 它们 相互 联结 起 来 ,并 使 之 成 为 一 个 整体 一 一 一 句 话 ， 
达到 综合 的 目的 ”一 般 地 说 , “每 一 个 数学 研究 都 迫使 我 建立 这 样 
一 个 图 式 ， 它 们 总 具有 、 也 必须 具有 模糊 性 的 特点 ， 但 又 并 非 不 - 
可 靠 的 ."@ 

最 后 ， 再 对 数学 直觉 的 合理 性 问题 作 一 分 析 。 

第 一 ,人 们 之 可 能 具有 关于 数学 对 象 的 直觉 是 无 足 为 奇 的 * 因 
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为 ， 前 面 的 分 析 已 经 表明 ， 数 学 对 象 本 身 就 是 思维 的 产物 ,从 而 ， 
对 于 数学 对 象 的 认识 就 必然 地 包含 了 一 个 在 思维 中 实际 地 “构造 ” 
起 有 关 对 象 的 过 程 ( 即 是 使 借助 于 语言 “外 化 > 了 的 对 象 重新 转化 
为 思维 的 内 在 成 分 )， 显 然 , 思 维 中 所 实际 形成 的 未 必 是 抽象 的 逻 
辑 演绎 的 系统 ， 而 也 可 能 是 一 种 整体 性 的 直观 形象 ， 进 而 ， 对 于 
这 种 数学 对 象 的 认识 又 未 必 是 理性 分 析 的 结果 ， 而 也 可 能 是 一 种 
直接 的 洞察 , 甚至 还 可 能 包括 了 无 意识 的 思维 活动 。 总 之 ， 所 谓 
的 数学 直觉 事实 上 就 是 一 种 “内 省 的 经 验 ”“ 心 理 经 验 ”)， 而 人 们 
之 所 以 具有 这 种 直 党 则 就 是 思维 能 动 性 的 一 种 表现 。 第 二 ， 正 由 
于 数学 直觉 是 思维 能 动 性 的 一 种 表现 ， 又 由 于 长 期 的 实践 已 经 证 
明了 这 种 认识 活动 在 整体 上 的 合理 性 ， 也 即 存在 于 主观 认识 与 客 
观 实在 之 间 的 最 高 的 统一 性 ， 因 此 ， 我 们 也 就 应 当 充 分 肯定 数学 
直 党 的 合理 性 及 其 积极 意义 。 当 然 ， 作 为 问题 的 另 一 方面 ， 我 们 
又 应 清楚 地 看 到 直觉 的 局 限 性 ， 更 不 能 以 此 去 完全 取代 理性 ( 逻 
辑 ) 的 分 析 。 事 实 上 ， 长 期 的 实践 也 已 清楚 地 表明 了 直 党 的 易 诬 
性 ,逻辑 在 数学 认识 活动 中 的 重要 地 位 则 更 是 一 个 公认 的 事实 。 
综 上 所 述 ， 直 觉 与 逻辑 就 是 数学 认识 活动 的 双翼 ， 它 们 相互 
补充 、 互 相 作 用 ， 都 是 数学 研究 活动 的 必要 手段 。 从 而 ， 我 们 就 
既 应 加 强 逻 辑 思维 的 训练 努力 提高 抽象 思维 的 能 力 ， 又 应 注意 
培养 数学 直觉 能 力 ， 培 养 对 于 数学 美的 鉴赏 能 力 。 


| @@ 上 述 几 段 引言 均 转 摘自 《数学 方法 论 入 门 》。 
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附录 1 关于 拉 卡 托 斯 的 数学 
哲学 思想 及 其 它 有 关 
问题 的 一 组 文章 


【 注 】 吉利 斯 (D.Gillies) 和 沃 勒 尔 (J.Worrall) 是 拉 卡 托 斯 - 
生前 的 学 生 和 合作 者 ， 现 分 别 任教 于 伦敦 大 学 国王 学 院 和 伦敦 经 
济 政治 学 院 ,《 发 展 经 验 论 的 数学 哲学 的 一 个 尝试 ?及 《 拉 卡 托 斯 的 
数学 哲学 和 科学 哲学 》 是 吉利 斯 与 沃 勤 尔 分 别 应 笔者 之 邀 专门 写 
成 的 ， 其 中 对 拉 卡 托 斯 的 数学 哲学 思想 及 其 它 有 关 的 问题 进行 了 
论述 ， 另 外 ， 豪 森 (C。Howson) 是 拉 卡 托 斯 生前 的 学 术 助 手 , 他 
的 论文 《 非 经 验 科学 中 的 方法 论 》 讨 论 了 能 否 把 科学 研究 纲领 方法 
论 的 思想 推广 应 用 于 数学 领域 的 问题 。 


、 发 展 经 验 论 的 数学 哲学 的 一 个 尝试 
D。 吉利 斯 


拉 卡 托 斯 为 自己 在 1967 年 完成 的 、 但 只 是 到 了 1976 年 才 得 到 
发 表 的 一 篇 论文 起 了 这 样 一 个 标题 :《 经 验 主义 在 现代 数学 哲学 中 
的 复兴 ?》 拉 卡 托 斯 本 人 对 所 说 的 复兴 ” 持 同情 的 态度 ， 但 在 这 一 
方向 上 并 未 走 得 如 此 之 远 以 致 采取 了 彻底 的 经 验 论 的 数学 哲学 。 
他 的 观点 为 (参见 [1976]， 第 30 页 ) ， 数学 是 拟 经 验 的 。 拉 卡 托 斯 
的 意思 是 指 ， 对 于 像 公理 化 集合 论 那样 的 高 层次 的 数学 理论 ， 可 
以 通过 检查 它们 在 如 数论 那样 低层 次 的 数学 理论 中 的 结论 加 以 检 
验 。 这 一 过 程 与 通过 观察 对 普通 的 科学 理论 进行 检验 是 相 类 似 的 。 
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两 者 的 区 别 在 于 ， 在 数学 的 情况 ， 另 一 类 基本 命题 取代 了 观察 命 
题 。 从 而 ， 数 学 的 情况 就 既 类 似 于 ,但 又 不 同 于 科学 的 情况 ,而 这 
也 就 表明 了 使 用 “ 拟 经 验 的 ”这 一 名 称 的 合理 性 。 

在 拉 卡 托 斯 更 早 的 1963 一 1964 年 和 较为 著名 的 著作 《证明 与 
反驳 中 可 以 看 到 大 致 相同 的 观点 。 事 实 上 ， 拉 卡 托 斯 在 序言 中 
(L1963 一 64]， 第 5 页 ) 提 到 了 “ 非 形 式 的 、 拟 经 验 的 数学 ”， 并 声 
称 这 种 数学 是 依照 证明 与 反驳 ”的 逻辑 增长 的 。 拉 卡 托 斯 在 当时 
是 移 同 波 普 尔 关于 科学 是 依照 猜想 与 反驳 的 逻辑 增长 的 观 点 的 ， 
他 并 认为 非 形 式 的 数学 是 以 相 类 似 、 但 又 并 非 完 全 相同 的 方式 增 
长 的 。 拉 卡 托 斯 所 给 出 的 关于 所 有 多 面体 都 有 V -E+F= 2 的 猜 
想 的 第 一 个 反驳 就 是 两 个 套 在 一 起 的 立方 体 。 拉 卡 托 斯 指出 ,这 一 
反例 是 通过 观察 结晶 体 而 发 现 的 。 他 在 附注 1([1963-64]， 第 13 页 》 
中 写 道 ;“ 吕 里 埃 和 替 塞 尔 都 是 由 矿物 采集 领路 才 得 出 他 们 的 发 现 
的 ,当时 他 们 察觉 到 这 样 一 些 双 晶体 ,在 内 的 晶体 是 不 透明 的 ,在 外 
的 晶体 则 是 透明 的 。 吕 里 埃 明 文 感谢 他 的 朋友 皮 壳 素 特 教授 的 晶 
体 采 集 对 他 有 启示 。 替 塞 尔 则 提 到 了 包 在 透明 的 氮 化 钙 唱 体 里 的 
硫化 铝 立方 体 。" 当 然 ， 拉 卡 托 斯 在 此 并 不 是 指 V 一 F+F= 2 是 由 
观察 所 直接 驱 斥 的 。 观 察 导致 了 由 两 个 套 在 一 起 的 立方 体 组 成 的 
数学 实例 ， 而 这 一 数学 实例 则 构成 了 反例 。 从 而 ， 数 学 就 是 拟 经 
验 的 而 并 非 经 验 的 。 

我 在 读 大 学 时 读 到 了 《证 明 与 反驳 》， 结 果 是 在 1966 年 的 秋季 
我 成 了 拉 卡 托 斯 的 博士 研究 生 。 我 原来 打算 遵循 《证 明 与 反驳 》 的 
路 子 写 一 篇 数学 哲学 的 论文 ， 然而， 在 我 遇 到 拉 卡 托 斯 时 ， 他 正 
对 概率 理论 产生 了 兴趣 ， 并 在 着 手 准备 他 的 论文 (1968) :《 归 纳 逻 
辑 的 问题 的 变化 >, 那 时 波 普 尔 仍然 是 伦敦 经 济 政治 学 院 哲 学 系 的 
主任 ， 自 然 也 就 有 很 大 的 影响 。 波 普尔 在 此 前 不 久 提出 ， 应 当 用 
一 个 同样 处 于 客观 主义 传统 之 下 的 更 为 充分 的 理论 去 取代 汉 。 米 
塞 斯 (Von Mises) 关 于 概率 的 频率 理论 。 
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上 述 原因 使 我 对 概率 与 统计 学 的 基础 问题 产生 了 兴趣 。 我 以 
此 为 题 完 成 了 博士 论文 ， 这 一 论文 经 修改 后 以 著作 的 形式 (Gilli- 
csC1973) 得 到 了 发 表 。 在 这 一 著作 中 我 支持 冯 ，。 米 塞 斯 关于 概率 
理论 是 与 理论 力学 同样 的 特殊 科学 的 观点 ， 但 是 ， 我 不 再 像 冯 ，。 
米 蹇 斯 那样 用 可 观察 频率 操作 地 去 定义 概率 ， 而 是 采用 了 波 普 尔 
的 一 个 思想 ， 建 议 用 概率 命题 的 证 伪 规则 去 建立 概率 与 频率 之 间 
的 联系 。 我 证 明了 这 一 方法 是 与 统计 检验 的 理论 ， 特 别 是 与 费 谢 
尔 (R。Fisher) 的 工作 相 一 致 的 。 

就 在 我 的 著作 发 表 后 不 久 ， 我 们 十 分 翡 痛 地 获悉 拉 卡 托 斯 于 
1974 年 2 月 2 日 去 世 , 年 方 52 岁 。 自 1968 年 至 逝世 ， 拉 卡 托 斯 发 展 
起 了 他 的 科学 研究 纲领 方法 论 。 逝 世 前 拉 卡 托 斯 正 计 划 把 这 一 关 
于 科学 方法 的 新 观点 应 用 到 他 的 拟 经 验 的 数学 哲学 上 ， 他 的 早 逝 
意味 着 这 一 工作 只 能 由 包括 我 在 内 的 他 的 学 生 们 予以 继续 。 

在 拉 卡 托 斯 逝世 后 的 这 些 年 中 ， 我 逐渐 发 展 起 了 这 样 一 种 观 
点 ， 即 认为 应 由 拟 经 验 的 数学 观 过 渡 到 一 种 彻底 的 经 验 论 数 学 哲 
学 ， 后 者 在 某 些 方面 是 与 19 世 纪 穆 勤 的 立场 相 类 似 的 。 多 年 来 , 穆 
勤 关 于 数学 的 观点 一 直 被 认为 已 经 为 弗 雷 格 所 彻底 驶 倒 了 ;然而 ， 
通过 对 弗 雷 格 与 穆 勤 之 间 的 争论 进行 回顾 ， 我 认为 可 以 针对 弗 雷 
格 的 批评 为 穆 勒 进行 辩护 (可 参见 Gillies [1982]， 第 三 章 、 第 四 
章 )。 这 并 不 是 说 ， 我 将 按 其 原来 的 形式 为 称 勤 的 经 验 论 数学 哲学 
辩护 。 关 于 数学 的 改进 了 的 经 验 主义 观点 是 这 样 的 ， 数 学 知识 即 
是 由 经 验 所 确证 的 数学 信念 。 这 种 经 验 的 确证 可 以 采取 多 种 形式 。 
例如 ， 就 像 微 积分 构成 了 牛顿 力学 的 一 个 组 成 部 分 ， 一 个 数学 理 
论 可 以 表现 为 一 个 科学 理论 的 一 个 成 分 ， 从 而 ,* 如 果 这 一 科学 理 
论 作为 一 个 整体 由 观察 和 实验 得 到 了 确证 ， 这 也 就 是 对 于 理论 的 
数学 成 分 的 确证 。 另 外 ， 数 学 理论 也 可 能 在 实际 中 得 到 应 用 ， 如 
果 这 种 应 用 是 成 功 的 ， 相 应 的 数学 理论 也 就 得 到 了 确证 .例如 ,十 
进位 制 的 算术 法 则 就 由 于 在 现代 欧洲 早期 发 展 的 会 计 事务 中 的 成 


215 


功 应 用 得 到 了 确证 。 由 此 ， 与 拟 经 验 论 相 反 ， 数 学 理论 看 来 就 与 
一 般 科 学 理论 一 样 也 是 由 观察 、 实 验 以 及 在 实际 中 的 成 功 应 用 得 
到 确证 的 。 

这 种 经 验 论 的 数学 哲学 在 一 定 意义 上 即 是 我 在 [1973] 中 所 给 
出 的 关于 概率 论 解释 的 一 种 推广 。 我 在 那里 论证 道 ， 即 如 冯 “。 米 
塞 斯 所 说 ， 概 率 论 是 与 理论 力学 同样 的 一 门 科 学 ， 我 现在 则 是 希 
望 把 这 一 观点 推广 到 数学 的 其 它 分 支 ， 如 算术 、 儿 何 、 实 分 析 
等 。 I 

当然 ， 对 这 种 经 验 的 数学 观 有 很 多 可 能 的 反对 意见 。 让 我 们 
先 来 看 与 诸如 数 这 样 的 数学 对 象 的 性 质 有 关 的 一 个 困难 。 一 门 典 
型 的 科学 ， 诸 如 动物 学 ， 它 的 研究 对 象 (动物 ) 显 然 是 物质 的 自然 
世界 (我 们 把 人 类 也 包括 在 内 ) 的 一 个 部 分 ， 然 而 , 算术 的 对 象 
( 数 ) 却 似乎 具有 影子 般 ( 如 果 不 是 鬼魂 般 ) 的 性 质 ， 从 而 很 难 被 看 
成 物质 世界 的 一 个 部 分 ， 那 么 ， 算 术 又 怎么 可 能 是 与 其 它 科学 一 
样 的 一 门 自然 科学 呢 ? 

为 了 解决 上 述 问题 ， 我 们 先 来 看 那 种 可 以 被 称 为 “能 动 的 ”一 
方 的 观点 。 按 照 这 种 观点 ， 数 ， 或 者 更 恰当 地 说 ， 数 的 概念 ， 被 
看 成 人 类 的 产物 。 布 劳 维尔 认为 , 数 是 数学 家 主观 的 心智 构造 ,这 
一 观点 是 必须 加 以 拒绝 的 ， 因 为 它 未 能 正确 地 反映 数学 是 一 种 社 
会 活动 的 事实 ， 然而 ， 波 普尔 却 通过 声称 数 与 其 它 数学 对 象 是 数 
学 共同 体 的 社会 产物 ( 波 普尔 [1972]， 第 三 章 、 第 四 章 ) 发 展 了 布 
劳 维尔 的 观点 。 我 曾 建 议 把 波 普尔 的 这 一 观点 称 为 “构造 的 柏 拉 
图 主义 "(Gillies,， [1982)， 第 六 章 )。 就 断言 数学 对 象 ， 例 如 数 ， 
是 一 种 客观 的 存在 而 言 ， 这 是 与 柏拉图 主义 一 致 的 ,然而 ,把 数学 
对 象 说 成 是 一 种 随 着 人 类 社会 与 文明 的 发 展 而 不 断 演变 的 人 类 构 
造 ， 而 并 非 超 时 间 的 、 永 无 变化 的 存在 ， 这 又 是 与 柏拉图 主义 不 
同 的 地 方 。 但 是 ， 如 果 数 真正 是 一 种 人 类 构造 ， 这 种 构造 又 是 如 
何 得 以 实现 的 呢 ? 在 我 的 [C1985) 中 ， 我 试图 通过 两 个 类 比 来 对 此 
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进行 说 明 ， 即 数 与 词 的 意义 及 钱 的 对 比 。 词 的 意义 和 钱 都 是 抽象 
的 东西 而 并 非 物理 的 对 象 ， 但 是 ， 它 们 又 显然 是 存在 的 〈 谁 会 否 
认 钱 的 存在 性 ?)， 并 显然 是 人 类 的 构造 。 由 维特 根 斯 坦 的 语言 理 
论 出 发 ， 我 认为 词 的 意义 是 通过 符号 在 规则 指导 下 的 社会 实践 中 
的 用 法 的 建立 得 到 创造 的 。 类 似 地 ， 钱 是 通过 在 经 济 生活 中 建立 
为 社会 所 接受 的 某 些 筹码 的 用 法 得 到 创造 的 。 数 也 并 非 柏拉图 世 
界 中 的 超时 间 的 存在 ， 而 是 通过 算术 计算 在 社会 实际 中 的 应 用 得 
到 创造 的 。 

至 此 ,. 我们 从 “能 动 的 ”一 方 对 问题 进行 了 讨论 ， 现 在 则 应 看 
到 由 社会 实践 所 创造 的 数 (及 其 它 数学 对 象 ) 也 (在 一 定 程度 上 ) 反 
映 了 自然 世界 的 性 质 。 物 质 世界 的 某 些 对 象 相互 联系 以 致 自然 地 
构成 了 现实 的 集合 。 如 一 群 蜜蜂 ， 一 棵 树 上 的 树叶 ， 太 阳 系 中 的 
行星 等 (参见 Gillies，[1982]， 第 5 章 )。 数 是 与 这 些 集合 相 联 系 
的 ， 从 而 就 是 物质 实在 的 一 个 方面 ， 进 而 ， 我 们 的 算术 理论 也 就 
部 分 地 反映 了 自然 世界 。 

一 般 地 说 ,人 类 (所 建立 ) 的 理论 至 多 是 物质 世界 的 部 分 反映 ， 
而 这 也 就 为 对 于 经 验 数学 观 的 另 一 种 反对 意见 提供 了 解答 。 这 种 
反对 意见 可 以 表述 如 下 ， 纯粹 数学 中 的 某 些 部 分 ， 例 如 ， 康 托 的 
大 于 :的 超 穷 基数 理论 ， 显 然 与 任何 可 以 经 验 地 检验 的 感 性 经 
验 都 有 很 大 的 差距 ， 经 验 论 的 哲学 看 来 不 适 于 数学 的 这 些 分 支 。 

我 对 这 一 困难 的 回答 是 ， 关 于 科学 与 形而上学 的 区 分 贯穿 于 
整个 数学 。 在 我 看 来 ， 波 普尔 的 可 证 伪 性 作为 划 界 标准 并 不 是 充 
分 的 。 如 果 一 个 理论 可 以 经 验 地 证 伪 ， 它 就 是 科学 的 ， 然 而 ， 按 
照 杜 恒 的 观点 ， 一 个 理论 即使 不 可 证 伪 却 也 可 能 是 科学 的 。 因 此 ， 
我 主张 ， 一 个 理论 被 看 成 科学 的 ， 当 且 仅 当 ， 它 可 以 经 验 地 确 
证 。 

让 我 们 以 实数 及 建立 于 其 上 的 分 析 理 论 为 例 来 进行 分 析 。 在 
物理 学 中 ， 空 间 与 时 间 的 坐标 [(x,y,z) 和 (t)] 都 是 实数 。 这 种 数 
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学 的 时 空 理论 出 现在 很 多 为 观察 和 实验 以 及 为 实际 中 的 成 功 应 用 
所 确证 的 物理 理论 中 ， 从 而 ,实数 理论 也 就 由 经 验 得 到 了 确证 ,我 
们 有 理由 把 它 看 成 是 对 于 物理 世界 时 空 特性 的 部 分 反映 。 

作为 对 照 , 让 我 们 再 来 看 康 托 的 大 于 六 :的 超 穷 基 数理 论 。 它 
并 未 在 物理 学 与 实际 中 得 到 任何 应 用 ， 从 而 就 不 能 被 看 成 经 验 地 
确证 了 的 ， 也 即 是 一 种 形而上学 而 并 非 是 一 种 科学 。 然 而 ， 我 赞 
同 波 普尔 关于 形而上学 是 有 意义 的 并 对 科学 有 着 巨大 的 潜在 应 用 
的 观点 一 一 这 是 与 维也纳 学 派 关 于 形而上学 是 无 意义 和 毫 无 价值 
的 观点 相对 立 的 一 一 今天 的 形而上学 可 能 成 为 明天 的 科学 ,而 且 ， 
形而上学 对 于 科学 可 能 是 有 益 的 启发 性 的 指导 。 然 而 ， 我 并 不 认 
为 形而上学 可 以 被 认为 是 知识 。 依 据 现今 的 经 验 论 观点 ,, 知识 是 
由 经 验 所 已 确证 了 的 信念 所 组 成 的 ， 从 而 就 至 少 可 以 被 看 成 对 于 
自然 世界 的 部 分 反映 。 


(1987 年 11 月 ) 
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二 、 拉 卡 托 斯 的 数学 哲学 和 科学 哲学 
本 沃 勒 尔 


1。 拉 卡 托 斯 的 数学 哲学 与 波 普尔 的 科学 哲学 的 关系 。 

拉 卡 托 斯 无 疑 受 到 波 普尔 的 极 大 影响 。 事 实 上 ， 他 曾 一 度 认 
为 自己 是 把 波 普尔 的 证 伪 主 义 推广 到 了 数学 的 领域 。 然 而 ， 在 我 
看 来 ， 这 是 一 个 错误 。 科 学 中 的 理论 知识 确实 是 可 以 令 人 感 兴趣 
地 证 伪 的 ， 但 是 ， 与 拉 卡 托 斯 在 一 段 时 期 内 的 信念 相反 ,我 认为 ， 
他 的 《证 明 与 反驳 » 并 未 能 证 明 数 学 知识 在 任何 令 人 感 兴趣 的 意义 
上 是 可 以 证 伪 的 。 这 一 著作 以 一 种 贷 人 兴味 的 详尽 方式 所 表明 的 
只 是 数学 证 明 如 何不 断 地 获得 改进 ， 直 至 成 为 完全 严格 的 ， 也 即 
演绎 有 效 的 。 拉 卡 托 斯 所 倡导 的 “证 明 分 析 ” 的 过 程 正 是 使 证 明 严 
格 化 的 主要 工具 。 一 旦 证 明成 为 完全 演绎 有 效 的， 就 不 可 能 再 发 
现任 何 新 的 “局 部 反例 ”。 这 正 是 关于 古典 逻辑 经 典 系统 的 有 效 性 
定理 所 表明 的 。 拉 卡 托 斯 有 时 似乎 企图 否定 这 种 “网 几 里 得 式 的 
理想 "一 一 这 是 弗 雷 格 的 用 语 一 一 是 可 以 实现 的 。 证 明 的 严格 化 把 
所 有 的 数学 内 容 归 结 到 了 它 所 属于 的 地 方 ， 公理 。 (尽管 拉 卡 托 
斯 正确 地 指出 了 这 一 过 程 并 未 能 解决 “解释 的 问题 *， 即 一 个 形式 
的 演绎 系统 是 否 完全 “俘获 "了 一 个 非 形式 的 数学 分 支 。) 公 理 本 身 
是 可 证 伪 的 吗 ? 不 。 可 能 有 这 样 的 物理 假设 ， 它 假设 了 某 个 真实 
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的 物理 系统 具有 某 种 特定 的 数学 结构 ,这 种 假设 无 疑 吓 可 证 伪 的 ; 
但 是 ， 数 学 公理 本 身 是 不 可 证 伪 的 。 例 如 ， 某 些 人 谈 到 欧 氏 几何 
已 经 为 广义 相对 论 的 出 现 所 证 伪 了 。 但 这 显然 是 一 种 混淆 的 说 法 。 
关于 空间 具有 欧 氏 结构 的 物理 理论 现在 可 以 被 认为 是 假 的 ， 而 牛 
顿 曾 认为 它 是 真 的 ， 但 是 ， 这 并 不 意味 着 作为 纯粹 数学 的 欧 氏 几 
何 已 经 被 驶 斥 了 。 

在 J。 扎 哈 尔 和 我 为 6 证明 与 反驳 ?所 写 的 编者 注 译 中 ,已 对 这 
些 观点 进行 了 阐述 。 

2。 拉 卡 托 斯 的 数学 哲学 与 他 的 科学 哲学 的 关系 。 

拉 卡 托 斯 主要 是 一 个 数学 哲学 家 ， 而 只 是 在 60 年 代 中 期 转向 
了 科学 哲学 。 尽 管 上 面 已 经 提 及 ， 我 认为 拉 卡 托 斯 有 时 过 分 夸大 
了 数学 与 科学 的 类 似 性 ， 在 他 的 数学 哲学 与 科学 哲学 之 间 确 实 又 
有 着 重要 的 联系 。 特 别 是 ， 拉 卡 托 斯 的 科学 哲学 思想 中 超出 波 普 
尔 的 地 方 显然 主要 地 就 依赖 于 他 对 于 数学 的 研究 。 

波 普 尔 ， 与 莱 欣 巴赫 等 逻辑 实证 主义 者 一 样 ， 主 张 如 下 的 著 
名 论断 ， 即 在 “发 现 的 内 容 ” 与 检验 的 内 容 ”( 这 是 莱 欣 巴赫 的 术 
语 ) 之 间 有 着 重要 的 区 别 。 在 所 有 这 些 学 者 看 来 ， 科 学 哲学 所 唯 
一 涉及 的 只 是 检验 的 内 容 一 一 一 旦 一 个 理论 得 到 了 发 现 ， 一 旦 它 
被 * 摆 到 了 桌面 之 上 ”， 就 轮 到 哲学 家 应 用 他 们 关于 确证 的 尺度 去 
对 诸如 这 一 理论 是 否 为 经 验证 据 所 强烈 地 确证 、 或 它 是 否 为 所 有 
可 能 的 理论 中 最 强 地 得 到 确证 的 这 样 一 些 问题 作出 解答 。 另 一 方 
面 ， 科 学 哲学 并 没有 为 如 何 创造 很 好 地 确证 了 的 理论 提供 任何 指 
导 。 科 学 发 现 的 全 部 过 程 都 不 属于 哲学 家 的 研究 范围 ， 而 属于 心 
理学 家 的 研究 范围 。 就 像 波 普尔 所 说 :“ 在 最 初 阶段 ， 设 想 或 创立 
一 个 理论 ， 我 认为 : 既 不 要 求 逻 辑 的 分 析 , 也 不 接受 逻辑 的 分 析 。” 
(«Logic of Scientific Discovevy», 第 31 页 -) 

与 此 相反 ， 关 于 数学 历史 的 研究 使 拉 卡 托 斯 确信 在 数学 中 存 
在 有 一 个 真正 的 、 在 为 逻辑 实证 主义 及 波 普尔 所 否定 的 传统 意义 
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上 的 方法 论 ， 即 存在 有 这 样 一 种 实现 数学 进步 的 方法 ， 对 此 可 以 
在 事先 明确 地 予以 表述 ， 并 且 是 可 以 实际 地 予以 教学 的 。 当 然 , 这 
种 方法 并 不 能 被 等 同 于 一 个 完全 的 算法 ， 但 是 ， 被 拉 卡 托 斯 称 之 
为 “证 明 分 析 ” 的 方法 确实 又 可 被 用 以 实现 数学 的 进步 。 这 就 像 拉 
卡 托 斯 在 《证 明 与 反驳 》 的 前 言 中 所 指出 的 :“ 可 是 ， 活 的 数学 还 不 
至 于 如 此 闭 惨 ， 不 倒 向 机 器 的 理性 主义 ， 就 得 倒 向 瞎 赚 的 非 理性 
主义 。"( 第 4 页 )。 

拉 卡 托 斯 正 是 把 这 种 关于 在 纯粹 后 天 的 理论 评价 领域 与 纯粹 
心理 的 创造 性 领域 之 间 存 在 一 个 理性 的 启发 性 领域 的 思想 引入 到 
了 他 的 科学 哲学 之 中 ， 这 并 构成 了 他 的 思想 超出 波 普尔 的 主要 方 
面 。 拉 卡 托 斯 突出 地 强调 了 其 中 特殊 地 包含 有 正面 启发 法 的 研究 
纲领 ， 这 种 启发 法 对 于 纲领 内 特殊 理论 的 构造 有 着 确定 的 指导 意 
义 ， 尽 管 这 种 指导 作用 并 不 是 以 算法 的 形式 体现 出 来 的 。 例 如 , 作 
为 一 个 特殊 的 例子 ， 达 尔 文 主义 最 好 就 不 要 被 理解 成 一 个 特定 的 
学 说 ， 而 主要 是 一 组 用 以 指导 如 何 构成 解决 各 个 特殊 问题 的 特殊 
理论 的 一 般 岂 想 。 尽 管 其 它 一 些 哲学 家 ， 如 N。 汉 森 (N. Hans- 
on) 也 曾 对 实证 主义 关于 发 现 与 检验 的 区 分 提出 过 类 似 的 批评 ,但 
我 认为 ， 却 正 是 拉 卡 托 斯 为 以 下 的 思想 提出 了 最 清楚 的 理由 : 存 
在 一 个 可 以 理性 地 予以 分 析 的 “科学 发 现 的 逻辑 ”， 而 这 是 与 波 普 
尔 所 否定 的 一 一 尽管 他 的 著作 采用 了 这 一 标题 一 一 传统 意义 十 分 
接近 的 。 

(1987 年 12 月 ) 


三 、 非 经 验 科学 的 方法 论 
C. 素 森 


1。 引言 


哥 德 尔 关 于 其 构造 性 公理 相对 于 集合 论 通常 的 ZF 公 理 的 
相 容 性 的 证 明 激 起 了 关于 理论 性 命题 可 接受 性 的 方法 论 讨论 ， 在 
这 一 学 科 中 这 种 事情 并 不 是 经 常 发 生 的 ， 多 数 人 甚至 把 20 世 纪 的 “ 
大 部 分 工作 就 看 成 19 世 纪 在 严格 性 方面 的 革命 的 继续 。 本 文具 有 
双重 的 目的 ， 第 一 ， 指 明 所 谓 的 数学 研究 的 基础 方面 为 方法 论 的 
讨论 提供 了 可 利用 的 材料 ， 第 二 ， 探 讨 一 下 拉 卡 托 斯 所 提出 的 关 
于 经 验 科学 发 展 的 解释 是 否 同样 适用 于 数学 的 这 些 部 分 。 

在 拉 卡 托 斯 充分 地 发 展 起 集中 于 《科学 研究 纲领 方法 论 》 的 思 
想 前 ,在 一 篇 来 曾 发 表 的 论文 中 曾 尝试 性 地 提出 了 这 样 的 想法 : 纯 
粹 数学 的 理论 可 能 与 经 验 科学 的 理论 从 属于 同样 的 方法 论 评价 准 
则 。 拉 卡 托 斯 在 此 所 指 的 是 推崇 具有 更 大 信息 量 并 得 到 确证 的 理 
论 的 准则 ， 这 是 他 从 波 普尔 学 派 的 理论 中 吸取 的 。 然 而 ， 这 些 都 
与 理论 的 经 验 内 容 ， 即 理论 的 经 验 所 证 实 结论 的 集合 有 着 本 质 的 
联系 ， 从 而 ， 在 此 显然 就 有 这 一 概念 如 何 能 在 数学 研究 的 领域 内 
得 到 定义 的 问题 。 这 一 问题 是 由 拉 卡 托 斯 所 提出 的 ， 但 在 很 大 程 
度 上 却 未 能 获得 解决 。 波 普尔 学 派 的 准则 后 来 作为 与 纲领 之 间 的 
准则 相对 立 的 纲领 内 部 的 准则 被 引入 到 了 科学 研究 纲领 方法 论 之 
中 ， 显 然 ， 把 科学 研究 纲领 方法 论 推广 应 用 于 数学 研究 的 主要 困 
难 也 就 在 此 。 在 第 4 节 中 我 将 对 此 进行 讨论 ,并 给 出 解决 的 方法 。 
在 第 5 节 中 则 将 指出 ， 尽 管 上 述 问题 不 难 解决 ， 即 科学 研究 纲领 
方法 论 可 以 推广 应 用 于 数学 研究 ， 但 是 ， 这 种 推广 所 提供 的 只 是 
关于 实际 和 合理 的 评价 标准 的 一 个 很 不 完全 的 描述 ， 而 这 也 就 涉 
及 到 了 经 验 科学 与 数学 的 方法 论 的 区 别 。 我 认为 ， 这 种 区 别 是 由 
于 数学 的 创造 性 所 造成 的 ， 对 此 我 将 在 第 5 节 中 详细 地 予 以 说 
明 。@ 

4。 数 学 中 定义 “经 验 基础 的 可 能 性 。 


@ 原文 共 5 节 ， 因 篇 辆 的 限制 ， 我 们 期 堵 了 其 中 的 第 2 节 和 第 3 节 。 
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， 


对 于 数学 与 经 验 科学 中 理论 的 评价 从 属于 同样 的 方法 论 准则 
的 论点 ， 显 然 有 这 样 一 个 为 大 家 所 熟悉 并 具有 很 大 影响 的 反对 意 
见 ， 这 就 是 ， 数 学 与 经 验 科 学 在 一 个 性 质 上 是 不 同 的 ， 即 自然 科 
学 、 生 物 科 学 与 社会 科学 都 具有 “经 验 基础 ">， 而 数学 却 没有 ， 从 
而 就 排除 了 将 科学 的 评价 准则 应 用 于 数学 的 可 能 性 。 这 种 反对 意 
见 指出 ， 世 界 是 存在 的 ,并 借助 于 实验 技术 部 分 地 得 到 了 研究 ,而 
这 就 为 科学 理论 的 可 接受 性 加 上 了 独立 的 限制 。 由 此 坚持 方法 的 
同一 性 论题 看 来 就 区 宪 了 柏拉图 主义 及 我 们 具有 关于 抽象 事物 世 
界 部 分 特性 的 非 感性 的 知觉 ， 后 者 使 我 们 获得 了 与 实验 结果 相 类 
似 的 东西 。 

无 论 柏拉图 主义 具有 怎样 的 优越 性 ， 在 我 看 来 ， 由 赋予 数学 
经 验 性 推出 必须 接受 柏拉图 主义 是 不 正确 的 。 我 们 关于 自然 数 性 
质 的 直觉 ， 它 表现 于 皮 亚 诺 的 公理 系统 ， 是 恕 此 地 根深 蒂 固 ， 以 
致 放弃 它们 是 否 会 比 否 定 基本 经 验 命题 的 真理 性 较为 容易 是 大 可 
怀疑 的 。 事 实 上 ， 在 我 看 来 ,这 两 者 在 认识 论 上 是 近乎 相同 的 。 我 
们 完全 可 以 承认 这 样 一 点 而 又 否认 存在 有 自然 数 等 的 独立 领域 。 
在 此 所 需 的 仅仅 是 起 始点 和 延续 (后 继 ) 的 概念 。 通 过 有 限 次 地 重 
复 延 续 的 运算 构成 的 “元 素 ? 就 称 为 自然 数 ， 而 又 只 须 假设 这 些 元 
素 的 集合 是 完备 的 ， 我 们 就 可 利用 二 值 逻辑 的 便利 性 。 如 果 在 0 
和 延续 的 概念 上 再 加 上 聚集 由 无 穷 多 次 地 重复 延续 运算 所 获得 的 
元 素 的 概念 ， 我 们 就 得 到 了 (有 穷 的 和 超 穷 的 ?序数 以 及 序数 和 基 
数 的 算术 。 从 而 ， 自 然 数 及 其 (通常 的 ) 超 穷 推广 就 可 简单 地 被 看 
成 {0 } 在 延续 与 极限 这 两 种 运算 下 的 闭 包 。 换 句 话说 ， 计 数 的 数 
只 须 被 看 成 这 样 一 种 实体 化 了 的 符号 ， 它 们 被 用 于 对 这 些 运 算 的 
应 用 进行 编号 。 这 种 观点 由 于 通常 的 模型 论语 言 而 被 弄 混 了 。 

直觉 一 -例如 ,关于 集合 的 直觉 一 一 的 不 完善 性 以 及 缺乏 “ 硬 
性 的 事实 ,并 不 像 通 常 所 假设 的 那样 在 数学 与 经 验 科 学 之 间 造 成 
型 靖 ， 这 是 由 于 数学 中 直 党 的 清晰 性 与 经 验 科学 中 的 “实验 结果 ” 
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是 相似 的 两 者 都 从 属于 修正 ， 而 并 非 是 “硬性 的 "或 相对 地 “ 硬 
性 的 "。 物 理 理论 的 经 验 内 容 通常 只 是 它 的 整个 内 容 的 一 个 部 分 。 
进而 ， 诺 如 物理 事实 的 “可 靠 性 "又 依赖 于 我 们 在 多 大 程度 上 把 一 
些 十 分 一 般 的 辅助 理论 厢 成 是 一 一 即使 是 暂时 地 一 一 已 经 给 定 
的 。 即 如 所 已 指出 的 ， 关 于 电流 计 偏 移 的 观察 与 关于 诸如 数论 中 
归纳 公理 的 确认 在 认识 论 上 并 无 什么 区 别 。 即 使 承认 基本 的 经 验 
命题 是 不 可 修正 的 ， 由 于 产生 一 个 “基本 经 验 命题 "必须 接受 如 此 
之 多 的 知识 ,包括 一 般 的 理论 以 及 实验 者 的 神经 生理 学 特性 等 ,办 
此 ， 这 一 命题 在 很 大 程度 上 也 就 是 基本 不 确定 的 了 。 

为 了 对 一 个 普遍 的 经 验 理论 进行 检验 必须 接受 (即使 是 暂时 
地 ) 某 些 辅助 性 理论 的 真理 性 ， 这 一 事实 表明 ， 经 验 科学 的 “经 验 
基础 ”即使 在 语法 上 也 并 非 完全 不 同 于 我 故意 地 称 为 数学 的 “经 
验 "基础 的 东西 。 事 实 上 ， 哪 一 种 “基础 ”一 一 这 是 由 全 称 与 特 称 
命题 的 混和 物 所 组 成 的 一 都 不 可 能 纯 语法 地 予以 挡 述 。 纽 拉 蒂 
曾 把 科学 设想 成 建筑 于 海面 上 的 一 般 小 船 ， 其 中 ， 在 任何 时 候 可 
以 被 用 以 支撑 结构 的 其 余部 分 的 东西 都 不 是 由 它 的 内 在 结构 所 唯 
一 决定 的 。 这 一 描述 看 来 对 经 验 科学 和 数学 都 是 适用 的 。 

综 上 所 述 ， 正 如 再 德尔 与 已 去 世 的 拉 卡 托 斯 所 指出 的 ， 数 学 
对 象 在 外 表 上 的 不 可 感知 性 或 不 可 观察 性 并 没有 排斥 应 用 这 样 一 
组 准则 去 对 它 的 理论 进行 评价 ,包括 指出 它们 的 可 确证 性 (可 证 伪 
性 )。 

5。 数 学 中 的 研究 纲领 

依据 拉 卡 托 斯 ， 理 论 的 发 展 方 可 在 很 大 程度 上 是 由 与 理论 
入 于 其 中 的 研究 纲领 有 关 的 准则 所 决定 的 。 科 学 研究 纲领 方法 论 
即 是 刻画 出 这 种 理智 的 准则 的 一 个 努力 。 

经 验 科学 历史 的 案例 分 析 看 来 确实 证 实 了 研究 纲领 方法 论 中 
所 列举 的 评价 准则 ， 然 而 ， 对 数学 史 至 今 尚未 进行 同样 详尽 的 研 
究 。 ， 
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在 这 一 论文 中 我 并 不 能 承担 这 一 宏伟 的 任务 ， 然 而 ， 我 希望 
上 面 的 讨论 已 经 表明 数学 在 外 表 上 的 非 经 验 性 其 本 身 并 非 将 科学 
研究 纲领 方法 论 应 用 于 数学 中 的 研究 纲领 的 障碍 ， 如 果 这 种 纲领 
存在 的 话 。 

这 种 纲领 存在 吗 ? 我 认为 对 此 应 当 立即 作出 肯定 的 答 履 。 数 
学 中 所 谓 的 基础 工作 显示 出 纲领 的 结构 ， 而 这 事实 上 即 是 其 最 明 
显 的 特征 。 集 合 论 也 是 一 个 明显 的 例子 ， 以 康 托 的 工作 为 开端 的 
全 部 发 展 都 保持 了 这 样 一 个 不 变 的 原则 的 内 核 ,这 是 由 诸如 ZF 的 
公理 体现 出 来 的 ， 以 及 一 个 启发 性 的 限制 ， 即 通过 寻找 集合 的 直 
观 概念 的 新 的 性 质 而 使 它们 成 为 更 为 充分 的 理论 (尽管 已 经 证 明 ， 
完全 而 相 容 的 理论 是 不 可 能 的 )。 

至 此 ， 热 心 于 在 数学 研究 领域 中 对 科学 研究 纲领 方法 论 进行 
检验 的 方法 论 学 者 将 试图 回答 以 下 的 问题 ， 科 学 研究 纲领 方法 论 
中 所 列举 的 准则 是 否 为 这 一 学 科 的 实际 工作 者 在 对 最 有 希望 的 研 
究 路 线 进行 评价 时 所 接受 的 理性 准则 的 一 个 完全 和 精确 的 描述 ? 
在 这 一 论文 中 我 也 不 可 能 对 这 一 问题 作出 完整 的 解答 ， 然 而 ， 我 
可 以 并 将 指出 那些 在 我 看 来 是 数学 史 特征 性 质 的 东西 ， 这 是 与 著 
名 的 基础 研究 规划 相 联 系 的 。 在 那里 ， 一 个 与 科学 研究 纲领 方法 
论 中 所 列举 的 不 同 的 准则 看 来 是 为 人 们 所 普遍 接受 的 。 

这 一 准则 即 是 关于 理论 的 富有 成 果 性 或 内 容 的 丰富 性 的 一 个 
标准 ， 而 且 ， 结 论 的 丰富 性 在 此 并 不 像 科 学 研究 纲领 方法 论 或 波 
普尔 学 派 所 说 的 那样 受到 如 下 的 不 变 条 件 的 限制 ， 即 结论 的 一 部 
分 可 以 独立 地 予以 检验 。 在 我 看 来 ， 数 学 纲领 的 一 个 无 可 否认 的 
长 处 是 ， 它 们 引进 了 一 类 原则 上 在 纲领 中 可 解 的 新 闻 题 ， 而 并 不 
要 求 这 些 问题 有 超出 纲领 的 独立 的 解答 。 停 湾 或 理论 的 赔 化 是 一 。 
个 纲领 最 终 能 以 产生 构成 了 能 在 纲领 的 语言 中 得 到 表述 的 问题 的 
解答 的 理论 性 推论 的 启发 性 力量 的 强度 的 函数 。 2 

与 所 说 的 停滞 十 分 相似 的 一 个 例子 看 来 已 出 现在 现代 的 集合 
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论 之 中 。 这 主要 是 指 通常 的 公理 加 上 选择 公理 未 能 对 广义 的 连续 
统 假设 作出 判断 ”而且 又 缺乏 明显 可 行 的 扩展 方向 。 一 阶 集 合理 
论 ， 正 像 任何 足以 开展 递归 算术 的 一 阶 理论 ， 已 被 得 知 如 果 相 容 
就 是 不 完备 的 ， 但 是 ， 像 广义 连续 统 假设 那样 的 关于 阿 列 夫 的 简 
单 关 系 在 所 已 存在 的 公理 的 基础 上 ,甚至 在 补充 了 那些 “仅仅 揭示 
了 集合 概念 的 内 容 ” 的 强 无 穷 公理 的 假设 以 后 仍然 是 不 可 判定 的 ， 
这 对 于 一 个 旨 在 发 展 超 穷 数 理论 的 纲领 来 说 是 某 种 缺陷 。…… 由 
康 托 所 引进 的 并 由 寻找 集合 概念 的 可 接受 性 质 这 一 限制 所 组 成 的 
用 以 构造 超 穷 算术 的 启发 性 工具 显然 处 于 低潮 之 中 。 从 而 ， 为 那 
些 对 包含 于 标准 系统 中 的 公理 进行 补充 的 公理 进行 辩护 ， 并 希望 
能 由 此 而 解决 广义 连续 统 假设 ， 看 来 就 不 是 很 有 前 途 的 。 

由 上 面 的 讨论 我 想 我 们 可 以 引出 这 样 的 结论 ， 一 个 令 人 满意 
的 数学 方法 论 将 不 同 于 令 人 满意 的 经 验 科 学 方法 论 ， 尽 管 其 原因 
并 不 像 经 常 所 说 的 那样 是 由 于 数学 并 不 是 经 验 的 一 一 我 想 我 已 经 
表明 了 存在 有 “经 验 基础 "， 尽管 这 是 暂时 的 并 是 相对 于 特定 的 时 
间 和 特定 的 理论 而 言 的 一 一 而 是 由 于 这 两 门 学 科 或 学 科 组 中 对 纯 
理论 的 进步 赋予 了 不 同 的 重要 性 。 就 经 验 科 学 而 言 ， 一 个 纲领 相 
对 于 产生 关于 世界 相应 的 结构 特性 的 发 现 是 否 为 一 个 富有 前 景 的 
研究 方向 ， 其 决定 性 因素 是 它 作为 其 所 包含 的 启发 性 可 能 性 的 函 
数 而 体现 出 来 的 产生 导致 新 的 可 证 实事 实 的 理论 的 能 力 ， 对 此 科 
学 研究 纲领 方法 论 予 以 了 特殊 的 强调 。 另 一 方面 ,在 数学 中 ,经 验 
的 限制 则 是 与 在 特定 时 刻 所 接受 的 理论 集 及 直觉 上 的 可 信 性 相 联 
系 的 。 一 个 成 功 地 解决 了 那些 导致 了 这 一 纲领 的 构思 的 问题 的 纲 
领 ， 常 常 是 通过 引进 新 的 语言 及 能 使 现存 的 理论 得 到 解释 的 理论 
一 一 这 种 解释 是 以 这 样 的 方式 实现 的 ， 它 使 得 旧 的 理论 中 的 定理 
经 翻译 后 能 为 这 一 纲领 所 俘获 一 一 实现 这 一 目标 的 ， 但 这 又 使 得 
这 一 细 领 能 够 容纳 一 类 全 新 的 问题 的 表述 ， 进 而 ， 它 的 启发 性 力 
量 产生 这 些 问 题 的 解答 的 能 力 就 将 成 为 对 这 一 纲领 的 价值 进行 评 
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价 的 最 主要 因素 。 例 如 ， 集 合 论 就 包括 了 古典 数论 ， 并 能 容纳 将 
它 推 广 到 无 穷 集 合 的 数量 。 
我 并 不 试图 表明 未 曾 预料 的 、 独 立 可 检验 事实 的 产生 从 来 不 


” 是 数学 研究 纲领 的 特征 ， 也 不 是 指 它 的 出 现 应 被 看 成 令 人 高 兴 的 


但 却 只 是 纲领 的 不 那么 重要 的 特征 。 例 如 ， 递 归 论 就 由 于 图 林 、 
印 奇 、 波 斯 特 、 麦 柯 夫 及 否 德 尔 一 茵 懿 朗 特 等 人 关于 能 行 可 计 
算 性 描述 的 等 价 性 获得 了 重要 的 意义 。 它 们 中 的 每 一 个 都 体现 了 
能 行 可 计算 性 概念 的 一 个 方面 ， 而 其 余 的 则 并 不 是 为 了 反映 这 一 
方面 而 设计 的 。 即 如 今天 所 普遍 地 接受 的 ， 所 有 这 些 描述 都 是 与 
例如 图 林 的 可 计算 性 相等 价 的 事实 就 在 一 定 程度 上 表明 了 递归 论 
可 以 被 看 成 对 能 行 可 计算 性 的 一 个 完全 的 说 明 ， 尽 管 对 此 并 没有 
或 根本 不 可 能 作出 最 终 的 证 明 。 科 学 研究 纲领 方法 论 ， 作 为 一 种 
暂时 的 结论 ， 看 来 提供 了 关于 数学 方法 论 的 部 分 真理 ， 但 决 不 是 


全 部 的 真理 。 
( 原 载 于 «The Structure and Development of Science», 


ed. G. Radnitzky & G. Andersson, D. Reidel Pub. Co- 
mpany，1979 年 ) 
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附录 开 。 贝尔 论 数学 哲学 与 
数学 基础 


【 注 】 贝尔 (J.Bel1) 是 加 拿 大 籍 数理 逻 辑 学 家 , 1968 年 起 任 
教 于 英国 伦敦 经 济 政治 学 院 ， 现 为 加 拿 大 西安 大 略 大 学 哲学 系 教 
授 。 他 在 数理 逻辑 方面 的 主要 著作 有 《数理 逻辑 教程 > 布尔 值 模 
型 及 集合 论 的 独立 性 证 明 》 等 。 贝 尔 对 数学 哲学 ， 特 别 是 数学 基 
础 问题 也 有 很 大 的 兴趣 ， 并 曾 发 表 过 多 篇 论文 。 笔 者 曾 向 贝尔 提 
出 了 数学 哲学 的 一 些 基 本 问题 ， 第 一 节 即 是 他 的 答 覆 ;另外 ， 第 
二 节 则 是 他 在 1987 年 发 表 的 一 篇 文章 ， 其 中 对 数学 基础 研究 ， 特 
别 是 逻辑 主义 等 学 派 的 工作 进行 了 介绍 和 分 析 ， 并 论 及 了 基础 研 
帘 方 面 的 一 些 新 进展 一 一 在 贝尔 看 来 ， 这 就 为 对 逻辑 主义 等 学 派 
的 综合 提供 了 现实 的 可 能 性 。 


一 数学 哲 学 


1。 什 么 是 数学 哲学 ? 
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按照 我 的 观点 ,数学 哲学 的 主要 任务 是 曾 明 数学 真理 的 栅 念 、 
数学 概念 的 性 质 以 及 数学 与 经 验 的 关系 。 数 学 哲学 具有 双重 的 性 
质 ， 一 方面 ， 它 以 一 种 更 为 纯粹 的 形式 吸取 了 一 般 哲 学 中 的 一 些 
主要 问题 (真理 及 认识 的 性 质 等 ); 另 一 方面 , 它 所 论 及 的 是 数学 特 
有 的 一 些 特殊 概念 ( 数 、 几 何 概念 逻辑 证 明 等 )。 正 是 这 种 两 重 
性 (一 般 饶 、 特 殊 性 ) 决 定 了 数学 哲学 的 特殊 性 质 。 

2。 什么 是 基础 研究 中 技术 性 研究 与 上 学 性 分 析 的 关系 ? 

数学 基础 方面 的 工作 通常 是 以 哲学 性 纲领 为 指导 的 一 一 而 且 
常常 就 是 为 了 加 强 这 一 纲领 而 设计 出 来 的 。 例 如 ， 罗 素 与 怀特 海 
的 《数学 原理 》 就 是 证 明 数学 真理 归根 结 蒂 地 说 即 是 逻辑 的 或 重 言 
的 真理 的 努力 的 顶点 。 希 尔 伯 特 关于 形式 系统 的 研究 来 自 关于 世 
界 的 有 限 主义 观点 (及 对 于 公理 化 方法 的 信念 )。 布 劳 维尔 的 直觉 
主义 则 源 于 这 样 的 思想 ， 数 学 概念 是 以 某 种 方式 与 我 们 意识 的 结 
构 相 联系 的 。 

3。 您 对 数学 匠 学 发 展 的 现状 是 怎样 看 的 ? 

数学 哲学 从 整体 上 说 是 以 一 种 自治 的 方式 由 彼此 独立 的 个 别 
学 者 加 以 发 展 的 。 在 罗素 、 希 尔 伯 特 、 布 劳 维尔 、 外 尔 等 人 的 “ 黄 
金 时 代 ” 以 后 ， 这 是 一 个 多 少 为 人 们 所 忽视 的 学 科 ， 然而， 近年 
来 ，( 再 一 次 地 ) 由 于 具有 哲学 头脑 的 数学 家 们 (例如 麦克 兰 ) 的 努 
力 ， 它 正在 经 历 某 种 复兴 。 

4。 数 学 哲学 与 实际 的 数学 研究 有 什么 关系 ? 

(至 少 就 过 去 的 50 年 而 言 ) 在 数学 哲学 与 数学 研究 之 间 仅 有 少 
得 令 人 惊奇 的 联系 。 这 (至 少 ) 有 两 个 方面 的 原因 。 第 一 ， 在 20 世 
纪 中 ， 数 学 的 概念 与 定理 有 了 巨大 的 增长 ， 而 数学 哲学 则 可 以 说 
还 没有 来 得 及 “ 跟 上 ?这 种 发 展 。 第 二 ， 数 学 哲学 所 主要 关注 的 是 
关于 数 与 集合 性 质 的 “本 体 论 "问题 ， 这 种 作法 的 官方 理由 是 数学 
在 某 种 意义 上 可 以 “化 归 ? 为 这 些 概念 ， 然而， 对 数学 进行 组 织 的 
新 方法 的 出 现 (例如 ， 范 畴 理论 ) 表 明 ， 现 在 已 是 对 数学 哲学 进行 
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全 面 审查 的 时 候 了 。 这 样 才能 对 这 些 新 发 展 作出 说 明 ， 并 使 数学 
督学 与 数学 本 身 绝对 的 丰富 性 相 适 应 ( 正 像 麦 克 兰 的 《数学 :形式 
与 函数 》 所 表明 的 那样 ) 。 

5。 哪 些 是 数学 后 学 领域 中 最 重要 的 著作 ? 

一 些 较 为 重要 的 著作 : 罗素 的 《数学 的 原理 》， 弗 雷 格 的 《 算 

. 术 的 基础 》， 外 尔 的 《数学 与 自然 科学 的 哲学 》 以 及 麦克 兰 的 《 数 
学 ， 形式 与 函数 》。 同 样 重要 的 还 有 哥 德 尔 . 希 尔 伯 特 及 斯 科 伦 等 
人 的 论文 。 

6。 英 国 数学 哲学 研究 的 情况 如 何 ? 

英国 只 有 较 少 的 数学 哲学 研究 〈 但 是 ， 它 在 这 方面 的 情况 却 
要 好 于 另外 一 些 国家 ， 例如 法 国 ) 。 罗 隶 与 怀特 海 当然 是 十 分 重要 
的 ， 但 他 们 在 剑桥 并 无 真正 的 后 继 者 〈 除 兰 姆 赛 外 ， 但 后 者 在 年 
轻 时 即 去 世 了 )。 维 特 根 斯 坦 对 哲学 家 (特别 在 牛津 ) 有 很 大 的 影 
响 ， 但 是 ， 作 为 一 个 数学 哲学 家 ， (至 少 按照 我 的 观点 ，) 则 是 较 
为 肤浅 的 。 拉 卡 托 斯 在 1974 年 的 突然 去 世 使 一 个 很 有 前 途 的 发 展 
不 幸 天 折 ， 他 在 数学 哲学 方面 的 工作 也 未 能 真正 得 到 继续 〈 这 一 
评论 并 不 适用 于 他 的 科学 哲学 ， 后 者 产生 了 很 大 的 影响 )。 现 代 英 
国 的 数学 哲学 中 心 是 牛津 ， 那 里 有 M. 杜 墨 特 和 D . 伊 萨克森 。 

7。 数 学 的 性 质 是 什么 ? 

(我 认为 ) 数 学 是 抽象 形式 的 科学 ， 对 此 的 分 析 是 符号 地 〈 在 
我 看 来 ， 这 是 必然 的 ) 予 以 表述 的 。 数 学 的 结论 是 内 在 地 确定 的 ， 
因为 ， 它 所 采用 的 是 事先 给 定 的 精确 的 论证 规则 。 数 学 只 是 在 下 
列 意 义 上 相对 于 外 部 世界 是 真 的 ， 即 数学 的 形式 体现 于 外 部 世界 
中 。 既 然 如 此 , “外 部 的 ?数学 真理 就 应 当 被 看 成 产生 于 形式 的 相 
互 关系 或 一 致 性 。 

8。 您 对 数学 基础 三 大 派 的 看 法 如 何 ? 

数学 哲学 “传统 ”学 派 中 的 每 一 个 一 一 逻辑 主义 、 直觉 主义 、 
形式 主义 -一 都 体现 了 关于 数学 性 质 的 部 分 真理 : 逻辑 主义 ， 数 
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学 真理 是 与 逻辑 真理 密切 相关 的 ; 直觉 主义 ， 数 学 活动 是 通过 心 
智 构造 的 实施 进行 的 ;形式 主义 ， 这 些 构造 的 结果 是 符号 地 表述 
的 。 但 是 ， 所 有 这 些 学 派 又 都 未 能 真正 地 反映 数学 的 现象 。 

9。 悖 论 的 实质 何在 ? 

集合 论 悖 论 的 出 现 是 由 于 试图 把 一 种 其 本 性 是 非 静态 的 形式 
予以 实体 化 : 集合 的 域 是 不 断 “ 扩 张 ? 的 。 我 们 不 能 把 一 个 本 质 上 
不 可 完成 的 东西 ， 或 如 外 尔 所 说 “无 限 开 放 ? 的 东西 〈 用 技术 性 语 
言 加 以 表述 的 话 ， 就 是 适用 于 对 角 线 方法 的 对 象 ) ,凝聚 成 一 个 完 
成 了 的 整体 。 

语言 学 的 悖 论 源 于 使 用 否定 以 “对 角 线 地 ?超出 任何 给 定 的 亩 
词 表 ， 其 解决 方案 看 来 是 类 型 论 的 方法 。 

51987 年 10 月 于 伦敦 ] 


二 、 逻 辑 、 迟 论 与 数学 基础 , 


“数学 化 ”与 音乐 一 样 可 能 也 是 人 类 的 一 种 创造 性 活 
动 , 它 的 产物 不 仅 在 形式 上 而 且 在 实质 上 是 受 历史 的 决定 
限制 的 ， 从 而 ,就 不 可 能 予以 完全 的 、 客 观 的 理性 化 。 
一 一 互 . 外 尔 


数学 ， 传 统 的 形 和 量 的 科学 ， 与 逻辑 ,传统 的 推理 的 科学 ,都 
是 人 类 智力 活动 最 早 的 戊 就 ， 然 而 ,只 是 到 了 上 一 世纪 前 后 ， 这 
两 者 的 联系 才 得 到 了 明确 的 认识 及 系统 的 发 展 ， 从 而 导致 了 两 者 
的 极 大 繁荣 。 我 将 表明 这 是 如 何 发 生 的 及 为 什么 会 发 生 ， 并 指明 
逻辑 分 析 对 于 数学 基础 的 影响 。 

中 世纪 的 学 者 把 知识 成 分 分 为 两 个 范畴 。 第 一 个 范畴 是 所 谓 
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的 “四 学 ?， 包 括 算术 这 一 数学 的 艺术 ， 几 何 学 ， 天 文学 和 音乐; 
第 二 个 范畴 则 是 所 谓 的 “三 艺 "， 包 括 语法 这 一 言词 的 艺术 ， 修 词 
学 和 逻辑 学 。 从 而 ， 在 那些 学 者 看 来 ， 逻 辑 学 在 本 质 上 就 是 一 门 
语言 的 学 科 ， 而 与 数学 并 无 或 几乎 没有 关系 。 无 论 如 何 ， 按 照 当 
“时 的 权威 性 意见 ， 逻 辑 学 已 经 由 亚 里 土 多 德 完善 化 了 ， 以 致 对 这 
一 学 科 的 任何 进一步 的 贡献 都 只 是 在 亚 里 土 多 德 的 大 厦 上 添加 一 
些 新 的 装饰 。 尽 管 莱 布 尼 效 在 17 世 纪 曾 表达 了 把 逻辑 转变 成 普遍 
的 科学 语言 的 愿望 ， 然 而 ， 在 19 世 纪 中 期 以 前 ， 在 这 一 方面 却 没 
有 取得 什么 进展 ， 而 只 是 到 了 那 时 ， 才 由 英国 数学 家 布尔 、 德 摩 
根 及 美国 哲学 家 皮尔 斯 在 使 逻辑 学 超出 亚 里 士 多 德 的 水 平 上 迈 出 
了 最 初 的 步子 。 尽 管 他 们 作出 了 创造 性 的 贡献 ， 但 是 ， 推 动 逻 辑 
学 演变 的 主要 动力 却 是 由 后 来 出 现 的 数学 基础 中 的 困难 所 提供 
的 。 

19 世 纪 未 ， 德 国 数学 家 康 托 在 他 的 数学 研究 中 拒绝 了 传统 的 
关于 在 数学 中 不 能 多 许 实 无 穷 概 念 的 观点 ， 并 建立 了 关于 无 穷 整 
体 的 数学 理论 一 一 所 谓 的 集合 理论 。 正 如 其 1895 年 关于 集合 概念 
的 著名 定义 所 表明 的 ， 康 托 认为 ， 在 有 穷 与 无 穷 集合 之 间 并 无 本 
质 的 区 别 ， 

所 谓 集合 ， 我 们 是 指 把 确定 的 、 彼 此 可 区 分 的 直 党 或 思维 的 
对 象 汇 集成 一 个 整体 。 当 然 ， 问 题 在 于 如 何 精确 地 去 确定 哪些 汇 
集 构成 了 合法 的 “整体 "。 按 照 传统 的 观点 ， 仅 有 有 穷 的 汇集 被 承 
认为 所 说 的 整体 。 因 为 ， 人 们 认为 ， 无 穷 汇集 违反 了 整体 必然 大 
于 部 分 这 一 由 来 已 久 的 信条 。 

无 穷 汇集 违反 整体 必然 大 于 部 分 这 一 原则 的 奇特 方式 由 于 德 
国 数学 家 希 尔 伯 特 所 编造 的 一 个 故事 给 人 留 下 了 深刻 的 印象 。 在 
这 一 故事 中 ， 希 尔 伯 特 成 了 一 家 大 旅馆 的 经 理 ， 这 个 旅馆 是 如 此 
之 大 ， 以 致 事实 上 有 无 穷 多 个 房间 ， 即 有 房间 1 ， 房 间 2 ，…… 
直至 无 穷 。 在 旅游 旺季 ， 希 尔 伯 特 的 旅馆 住 满 了 客人 : 每 一 个 房 
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间 都 住 进 了 旅客 。 这 时 ， 又 来 了 一 个 人 要 求 住宿 。 希 尔 伯 特 说 ， 
“我 已 经 没有 空余 的 房间 了 。” 新 来 的 人 感到 十 分 失望 。 忽 然 , 希 尔 
伯 特 想到 了 一 个 主意 ， 他 打 电 话 通知 每 一 个 房间 中 的 旅客 让 他 们 
搬 到 下 一 个 房间 中 去 ， 即 如 房间 1 中 的 客人 搬 到 房间 2 ， 房 间 2 
中 的 客人 搬 到 房间 3 ， 等 等 。 这 样 ， 原 来 的 客人 仍然 都 是 有 着 落 
的 (与 先前 一 样 ， 一 人 一 个 房间 )， 而 房间 1 却 空 了 出 来 以 供 那 位 
“得 救 了 的 ”新 来 者 居住 。 由 此 可 见 ， 所 有 房间 的 集合 在 某 种 意义 
上 并 不 比 从 中 移 去 第 一 个 房间 所 得 到 的 集合 大 。 

然而 ， 故 事 并 没有 到 此 结束 。 正 当 希 尔 伯 特 准 备 打 出 “ 客 满 ” 
的 招牌 时 ， 又 来 了 一 大 群 要 求 住宿 的 旅游 者 。 很 快 的 计数 表明 这 
个 团体 有 无 穷 多 个 人 ， 这 真 使 希 尔 伯 特 失 去 了 信心 。 然 而 ， 他 突 
然 又 产生 了 另 一 个 主意 ， 他 让 每 一 个 房间 中 的 客人 搬 到 编号 数 是 
原先 双 倍 的 房间 中 去 ， 即 如 房间 1 中 的 客人 搬 到 房间 2 ， 房 间 2 
中 的 客人 搬 到 房间 4 ， 等 等 。 这 样 , 原 来 的 客人 仍然 是 有 着 落 的 ， 
而 所 有 编号 数 为 奇数 的 房间 却 都 空 了 出 来 ， 从 而 每 个 新 来 的 人 就 
都 有 了 住处 。 显 然 ， 这 一 过 程 是 可 以 无 限 地 重复 的 ， 以 至 无 穷 个 
包括 无 穷 多 个 旅游 者 的 团体 都 可 以 得 到 住宿 ， 

希 尔 伯 特 的 故事 生动 地 表明 了 无 穷 集 合 令 人 瞩目 的 悖 理性 
质 ， 然 而 ， 应 当 注 意 的 是 ， 它 们 并 非 是 矛盾 的 。 原 先 建立 的 集合 
论 的 确 包 含有 矛盾 ， 但 是 ,这 并 不 是 由 于 承认 无 穷 整体 所 造成 的 ， 
而 是 允许 由 给 定 类 型 的 所 有 对 象 所 组 成 的 整体 的 结果 。 这 可 以 由 
罗素 在 1901 年 发 现 的 著名 的 罗素 悖 论 清 楚 地 看 出 。 

罗素 眉 论 是 这 样 的 ， 这 是 一 个 信条 ，, 即 任 一 集合 或 者 是 、 或 者 
不 是 自身 的 一 个 元 素 。 例 如 ,所 有 男人 的 集合 就 不 是 自身 的 元 素 ， 
而 所 有 可 能 的 集合 的 集合 则 是 自身 的 一 个 元 素 。 现 考虑 恰 由 所 有 
不 是 自身 元 素 的 集合 所 组 成 的 集合 ,对 此 可 记 为 “RR”。 试 问 :R 是 
否 为 自身 的 元 素 ? 假设 它 是 ， 它 就 必须 满足 R 的 定义 条 件 ， 即 必 
须 不 是 自身 的 元 素 ， 反 之 ,假设 它 不 是 自身 的 元 素 , 从 而 它 就 不 满 
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足 及 的 定义 条 件 * 即 它 必 须 是 自身 的 元 素 。 由 此 ,我 们 就 得 到 了 令 
人 不 安 的 、 事 实 上 是 矛 丑 的 结论 : R 是 自身 的 元 素 , 当 且 仅 当 , 它 
不 是 自身 的 元 素 。 我 们 还 可 注意 到 这 一 推理 与 R 究竟 是 有 穷 或 无 
穷 的 是 无 关 的 。 

值得 指出 的 是 ,外 尔 给 出 了 罗素 眉 论 的 纯 语言 的 对 应 物 ,而 后 
者 则 由 于 触及 到 了 语言 的 结构 而 更 加 显得 令 人 不 安 。 一 个 (英语 
的 ) 形容 词 如 果 对 自身 为 真 就 称 为 自 逻辑 的 "， 不 然 就 称 为 “ 异 
逻辑 的 "。 例 如 ,，“ 多 音节 的 ?(Polysyllabic) 与 “英语 的 《English) 
这 两 个 形容 词 就 是 自 逻 辑 的 ;“ 回 文 的 ”(palindromic) 和 “法 文 的 ” 
(French) 则 不 是 。 现 考虑 “ 异 逻 辑 的 ”这 一 形容 词 是 否 为 自 逻 辑 
的 ? 稍 事 考虑 就 可 发 现 ,“ 异 逻辑 的 ”是 自 逻 辑 的 ， 当 且 仅 当 , 它 不 
是 自 逻 辑 的 。 

另 一 在 最 初 得 到 表述 时 曾 引起 很 大 争论 的 集合 论 原则 是 所 谓 
的 选择 公理 。 就 其 最 简单 的 形式 而 言 ， 这 一 公理 所 断言 的 是 ， 如 
果 给 定 了 任 一 非 空 集合 的 集合 S ， 那 么 ,就 存在 这 样 一 个 集合 M， 
它 恰 由 S 的 各 个 元 素 集 中 一 个 元 素 所 组 成 。 我 们 可 以 把 M 设 想 为 
是 由 S 的 每 个 元 素 集 中 选择 一 个 元 素 所 组 成 的 。 当 S 中 仅 有 有 穷 
多 个 集合 ,或 5 是 无 穷 的 ,但 我 们 具有 从 S 的 各 个 元 素 集中 选择 一 
个 元 素 的 确定 方法 时 ， 在 此 并 无 任何 困难 ， 问题 只 在 于 S 中 有 无 
穷 多 个 元 素 集 而 我 们 并 不 具有 从 各 个 元 素 集中 选取 一 个 元 素 的 规 
则 的 情况 :我 们 能 证 明 作出 无 穷 多 次 任意 选择 的 程序 (其 结果 又 构 
成 了 一 个 集合 ) 是 正当 的 吗 ? 罗 素 的 下 述 故事 清楚 地 表明 了 这 里 的 
困难 :一 个 百 万 富 全 有 无 穷 多 双 鞋 子 和 袜子 。 出 于 某 种 怪 装 , 这 个 
百 万 富翁 命令 他 的 仆人 从 每 双 鞋 子 中 选 出 一 只 鞋子 。 当 仆人 问 他 
如 何 去 进 行 选择 时 ， 百 万 富翁 回答 说 ， 从 每 双 鞋 子 中 选取 左边 的 
二 只。 第 二 天 , 百 万 富生 又 让 他 的 仆人 从 每 双 袜子 中 选 出 一 只 , 然 
而 ， 当 被 问 之 如 何 去 进行 选择 时 ， 他 却 感到 无 从 回答 了 ,因为 ,与 
鞋子 不 同 ， 在 此 并 无 内 在 的 方法 能 对 一 双 袜子 的 两 只 袜子 进行 区 
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分 ， 或 者 说 ， 对 袜子 的 选择 必定 是 任意 的 。 

选择 公理 的 一 个 奇特 结论 是 所 谓 的 分 球 怪 论 。 这 是 由 波兰 数 
学 家 巴 登 赫 与 塔 尔 斯 基 在 1924 年 提出 的 。 就 其 最 惊人 的 形式 而 言 ， 
这 一 怪 论 是 指 一 个 球体 可 以 被 分 割 成 有 限 多 块 并 重新 组 合成 两 个 
同样 大 小 的 球体 (当然 ， 这 里 所 说 的 “分 割 "是 一 种 比喻 的 用 法 ,但 
是 ， 这 并 没有 减少 结论 的 离奇 性 ) 。 应 当 注 意 , 与 希 尔 伯 特 的 旅馆 
一 样 ， 而 与 罗素 悖 论 不 同 、 这 也 是 反 直 观 而 并 非 矛盾 的 。 

数学 史学 家 们 把 围绕 集合 论 基础 的 困难 统称 为 数学 基 础 的 
“第 三 次 危机 ?。 解 决 这 一 危机 的 努力 采取 了 不 同 的 形式 ， 但 他 们 
又 都 要 求 对 数学 的 概念 和 推理 作出 精确 的 逻辑 分 析 ， 而 这 就 导致 
了 作为 强 有 力 的 新 学 科 的 数理 罗 辑 的 产生 。 

围绕 数学 基础 及 “危机 ”的 解决 形成 了 三 个 主要 的 方向 ， 逻 辑 
主义 、 直 党 主义 和 形式 主义 。 

与 弗 雷 格 、 罗 素 和 怀特 海 (及 其 他 人 ) 相 联系 的 逻辑 主义 肯 在 
把 数学 ( 即 集合 论 ) 化 归 为 纯粹 逻辑 ， 从 而 ， 前 者 的 不 相 容 性 就 可 
通过 借助 于 无 可 指摘 的 逻辑 概念 进行 表述 而 得 到 “消解 "。 在 罗 
素 与 怀特 海 那里 ， 康 托 的 集合 论 被 类 型 论 所 取代 ， 这 是 指 对 集合 
与 其 元 素 作出 逻辑 的 区 分 ， 前 者 被 说 成 比 后 者 具有 更 高 的 “类 ”。 
导论 通过 严格 地 遵循 所 谓 的 “恶性 循环 原则 ”得 到 了 排除 一 一 按 
照 这 一 原则 ， 任 一 集合 都 不 能 包括 借助 于 其 本 身 得 到 定 义 的 元 
素 。( 例 如 ,所 有 集合 的 集合 就 违背 了 恶性 循环 原则 。 因 为 , 它 把 自 
身 也 作为 一 个 元 素 包 括 在 内 ， 从 而 就 不 是 一 个 合法 的 整体 。) 超 辑 
主义 由 于 罗素 与 怀特 海 在 1910 年 出 版 的 划时代 的 、 但 又 是 令 人 
生 吴 地 十 分 深奥 的 著作 《数学 原理 》 达 到 了 顶峰 。 由 下 述 引 自 发 表 
于 1911 年 《博览 》(Spectator) 的 一 篇 书评 中 的 一 段 文字 就 可 看 出 
“深奥 "这 一 形容 词 用 在 这 里 是 十 分 恰当 的 : 

“很 容易 想象 那些 出 于 好 奇 心 而 翻阅 了 这 一 著 作 后 面 章节 的 
普通 人 的 温 并 心情 ， 他 将 看 到 除 标题 外 整 页 纸 上 都 没有 任何 英语 
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间 汇 ， 取 而 代 之 的 是 令 人 头晕 目眩 的 各 种 大 小 的 不 连贯 的 希腊 和 
_ 罗 马 字母 ， 其 间 并 散布 着 括号 、 喜 号 和 引号 ， 在 符号 上 面 则 有 箭 
头 和 惊叹 号 ， 此 外 还 有 一 些 他 甚至 难以 叫 出 名 字 的 别出心裁 的 符 
导 。” 

罗素 与 怀特 海 的 理论 的 极度 复杂 性 ， 以 及 对 于 他 们 是 否 真正 
地 把 数学 化 归 成 了 纯粹 逻辑 一 一 尽管 他 们 作出 了 极 大 努力 一 一 的 
怀疑 ， 使 得 数学 家 们 对 迎 辑 主 义 的 规划 丧失 了 热情 5 

.荷兰 数学 家 布 劳 维尔 所 创立 的 直觉 主义 建立 在 这 样 一 种 信念 “ 
之 上 : 只 有 当 其 可 以 适当 地 建立 在 直觉 之 上 时 一 个 数学 概念 才 是 
可 允许 的 。 在 布 劳 维尔 看 来 ， 数 学 思想 的 最 终 渊源 并 不 是 外 部 的 
世界 ， 而 是 我 们 的 直觉 意识 。( 特 别 是 , 布 劳 维尔 接受 了 康德 关于 
自然 数 产 生 于 对 时 间 序 列 的 直觉 领悟 的 观点 。) 从 而 ， 对 直 党 主义 
来 说 ， 一 个 数学 对 象 被 认为 是 存在 的 ， 仅 当 它 能 以 某 种 确定 的 方 
式 ( 在 思想 中 ) 得 到 构造 。 构 造成 了 存在 性 的 证 明 。 进 而 ， 无 穷 整 
体 永远 不 能 被 看 成 完成 了 的 整体 , 毋 宁 说 , 它 处 于 不 断 的 “增长 "之 
中 。 如 果 接 受 了 这 些 原则 ,对 逻辑 学 与 数学 都 将 有 很 大 的 影响 。 例 
如 ， 前 者 覃 涵 了 古典 逻辑 的 排 中 律 不 再 是 普遍 有 效 的 。 这 就 是 说 ， 
我 们 不 再 能 够 断言 ， 对 任何 给 定 的 命题 A ， 或 者 A 或 者 A 的 否定 
非 A 成 立 。 按 照 直 党 主义 的 观点 ， 为 了 正确 地 对 这 一 折 取 式 作出 

言 ， 我 们 必须 或 者 具有 A 的 证 明 或 者 具有 非 A 的 证 明 ;但 是 ,对 

很 多 数学 断言 一 一 例如 ， 每 个 偶数 都 是 两 个 质数 的 和 一 一 我 们 并 
不 具有 这 样 的 证 明 。 就 第 二 个 原则 而 言 ， 则 使 对 于 康 托 理论 的 直 
接 拒绝 并 按照 完全 不 同 的 路 线 去 重新 构造 数学 成 为 不 可 避免 。 

直 党 主义 纲领 的 极端 性 质 ， 及 其 明显 地 导致 了 牺牲 大 部 分 古 
典 数学 的 事实 ， 使 其 在 大 部 分 数学 家 看 来 就 是 不 那么 具有 吸引 力 
的 。 、 1 

形式 主义 ,作为 希 尔 伯 特 的 思维 产物 , 旨 在 通过 把 数学 化 归 为 
形式 符号 的 操作 而 并 非 逻辑 为 其 提供 一 个 新 的 基础 。 希 尔 伯 特 认 
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为 ， 数 学 中 完全 可 车 的 成 分 只 是 那些 仅仅 包含 有 对 具体 对 象 一 一 
特殊 地 ， 数 学 对 象 就 被 看 成 纸 上 的 符号 一 一 的 可 察 领域 进行 机 械 
推理 的 部 分 。 仅 仅 涉及 到 数学 的 这 些 部 分 的 命题 被 看 成 真实 的 命 
题 ;所 有 其 它 的 数学 命题 则 被 认为 是 理想 的 命题 , 即 如 射影 几何 中 
的 理想 点 与 “无 穷 远 " 直 线 。( 例 如 ,“2+ 2= 4 ”就 是 一 个 真实 的 命 
题 ,“ 存 在 有 无 穷 集 合 " 则 是 理想 的 命题 。) 从 而 ， 希 尔 伯 特 的 真实 
命题 就 相当 于 逻辑 实证 主义 的 “可 证 实 命题 ”， 而 理想 命题 严格 说 
来 则 是 无 意义 的 。 希 尔 伯 特 的 形式 主义 规划 的 核心 目标 是 用 严格 
具体 和 无 可 指摘 的 方法 证 明理 想 命题 一 一 特殊 地 ， 康 托 的 集合 
理论 (经 过 了 适当 修正 以 排除 所 提 及 的 悖 论 ) 一 一 的 古典 用 法 永 
远 不 会 在 真实 命题 中 导致 证 误 。 简 单 地 说 ， 即 是 希望 证 明 古 典 数 
学 是 相 容 的 。 一 旦 实现 了 这 一 目标 ， 数 学 家 们 就 可 自由 地 漫步 于 
“ 康 托 的 天 堂 ?>， 而 无 须 再 害怕 落 入 “矛盾 的 地 狱 ”。 

希 尔 伯 特 希望 通过 把 古典 数学 建成 一 个 不 具有 意义 的 符号 的 
纯 形式 系统 ， 并 证 明 这 一 系统 中 的 任 一 证 明 都 不 会 导致 诸如 0= 1 
的 荒 雇 结论 来 建立 古典 数学 的 相 容 性 ， 后 者 则 又 可 以 通过 用 真实 
的 具体 证 明 去 取代 关于 真实 命题 的 每 一 (理想 的 ) 证 明 而 实现 。 由 
于 显然 不 存在 关于 ( 假 的 真实 命题 0 = 1 的 具体 证 明 ， 因 此 ， 由 此 
即 可 引出 古典 数学 是 相 容 的 结论 。 

然而 ， 在 1931 年 ， 奥 地 利 逻 辑 学 家 哥 德 尔 却 通过 证 明 总 有 可 
以 用 理想 方法 而 不 能 用 具体 方法 证 明 的 真实 命题 一 一 这 是 他 的 著 
名 的 不 完备 性 定理 一 一 粉碎 了 和希 尔 伯 特 规划 。 他 通过 对 于 古代 的 
撒谎 者 悖 论 的 一 个 天 才 的 修改 实现 了 这 样 一 点 。 为 了 得 出 最 明显 
形式 的 撒谎 者 悖 论 ,可 考虑 语句 “这 一 语句 是 假 的 ”。 把 这 一 语句 称 
为 A 。 稍 事 考 虑 就 可 看 出 ，A 为 真 ， 当 且 仅 当 ，A 为 假 。 简 言 之 ， 
A 所 断言 的 正 是 自身 为 假 。 现 在 哥 德 尔 证 明了 ， 如 果 在 A 中 用 短 
语 “ 不 可 具体 地 证 明 ” 去 取代 人“ 假 ”这 一 词语 ， 那 么 ， 所 得 到 的 命题 
B 就 是 真 的 ( 即 可 用 理想 的 方法 证 明 )， 但 却 不 可 具体 地 证 明 。 因 
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为 ，B 所 断言 的 正 是 自身 是 不 可 具体 地 证 明 的 。 

哥 德 尔 进而 又 证 明了 算术 的 相 容 性 不 可 能 用 具体 的 方法 得 到 
证 明 。 从 而 ， 即 使 像 算 术 那 样 具体 和 清楚 的 数学 分 支 也 必定 在 一 
定 意义 上 仅 是 一 种 信念 。 一 位 评论 者 曾 以 引 人 注 目的 尖 刻 口吻 对 
这 一 不 平常 的 结果 作 了 如 下 的 总 结 ， 让 我 们 把 任何 建立 在 信念 即 
不 可 证 明 的 假设 之 上 的 思维 领域 称 为 神学 的 一 个 分 支 ,那么 ,数学 
就 是 神学 的 这 样 一 个 分 支 ， 它 在 其 中 包括 了 关于 必须 如 此 去 进行 
分 类 的 严格 证 明 。 

尽管 逻辑 主义 、 直 党 主义 和 形式 主义 都 不 能 被 看 成 对 于 数学 
基础 的 圆满 解释 ， 但 又 都 体现 了 关于 数学 性 质 的 重要 的 部 分 真 
理 : 逻辑 主 愉 ， 数 学 真理 是 与 逻辑 真理 密切 相关 的 ;直觉 主义, 数 
学 活动 是 通过 心智 构造 的 实施 进行 的 ， 形 式 主义 ， 这 些 构 造 的 结 
果 是 符号 地 表述 的 。 

在 实践 中 ， 大 部 分 数学 家 认为 集合 论 为 他 们 的 工作 提供 了 一 
个 合适 的 基础 。 这 之 所 以 可 能 主要 是 因为 在 本 世纪 最 初 的 几 十 年 
中 集合 论 以 这 样 的 方式 得 到 了 公理 化 ， 即 通过 对 集合 组 成 规则 的 
适当 限制 避免 了 明显 的 矛盾 。 数 学 家 们 发 现 集合 论 是 可 接受 的 ,不 
仅 是 因为 这 使 数学 成 为 可 能 ， 而 且 是 因为 这 是 与 他 们 中 的 许多 人 
所 具有 的 一 种 未 说 出 口 的 信念 相 一 致 的 ， 即 数学 对 象 在 某 种 意义 
上 是 真实 地 存在 的 ,而 数学 定理 则 表明 了 关于 这 些 对 象 的 真理 。 这 
是 实在 论 的 一 种 形式 ， 有 时 也 被 较为 含糊 地 称 为 柏拉图 主义 。 

最 后 ， 再 简单 地 提 及 数学 基础 方面 的 一 个 惊人 的 新 发 展 。 近 
年 来 ， 对 于 所 有 曾 已 提 及 的 学 说 的 一 种 综合 看 来 正 借助 于 一 门 新 
的 数学 分 支 ，topos 理 论 ， 得 以 形成 。 在 古典 的 集合 论 中 , 集合 被 
认为 是 固定 和 不 变 的 ， 它 们 位 于 一 个 被 称 为 集合 领域 的 永恒 的 绝 
对 世界 中 〈“ 康 托 的 天 堂 ") 。topos 理论 的 观点 则 不 再 把 集合 看 成 
固定 的 ,而 认为 它们 是 以 某 种 方式 ,例如 ,在 时 、 空 中 或 随 知识 的 状 
态 ,，“ 变 化 着 的 "。 作 为 这 种 “可 变 " 集 合 的 一 个 例子 ,可 考虑 所 有 


238 


已 知 为 两 个 质数 和 的 偶数 的 集合 : 这 一 集合 是 随 着 时 间 (与 知识 》 
而 增长 的 。 所 有 以 某 种 共同 的 方式 “变化 ?的 集合 的 整体 称 为 一 个 
topos。 (顺便 指出 , “拓扑 学 ”5topology] 这 一 数学 名 词 是 由 希腊 
词 “topos” 演 变 出 来 的 ， 后 者 是 措 “ 地 点 ”， 现 在 则 是 由 “拓扑 学 ” 
出 发 通过 北 推 造 词 得 出 了 “topos” 这 一 词汇 ) 由 于 存在 多 种 可 设 
想 的 变化 类 型 ,因此 ,也 就 有 很 多 topos。 例 如 ，“ 康 托 的 天 堂 ”就 
可 十 分 恰当 地 看 成 这 样 一 种 topos， 在 其 中 组 成 的 集合 的 变化 缩 
小 到 了 0 静态 的 、 永 恒 的 特例 。 

任 一 topos 都 可 看 成 一 个 在 其 中 可 以 实行 一 整 类 数学 构造 的 
可 能 的 数学 “世界 ”， 与 每 一 这 样 的 “世界 ” 相 联系 的 有 一 个 形式 语 
言 一 -在 语法 上 是 与 罗素 与 怀特 海 所 给 出 的 语言 相似 的 一 一 这 被 
用 作对 这 一 世界 进行 描述 的 “地 图 ”"”， 即 包含 了 一 一 以 一 种 “密码 ” 
的 形式 一 一 对 此 的 一 个 完整 的 描述 。 即 如 一 个 地 图 册 中 的 所 有 图 
线 具有 一 种 共同 的 几何 ， 所 有 与 数学 “世界 ” 相 联系 的 形式 语言 也 
具有 一 种 共同 的 逻辑 。 值 得 注意 的 是 ,这 种 逻辑 被 证 明 一 般 是 直 党 
主义 的 ， 即 是 与 布 劳 维尔 所 提倡 的 用 于 以 直 沉 为 基础 的 概念 的 逻 
辑 相同 的 。( 这 也 许 无 足 为 奇 ， 因 为 ,我 们 只 需 回想 起 ,按照 布 劳 维 
尔 的 观点 ,[ 无 穷 ] 整 体 必 须 被 看 成 随 着 时 间 不 断 “增长 "的 ,从 而 就 
处 于 变化 的 状态 中 。) 选 择 公理 在 这 种 事物 的 模式 中 占有 重要 的 地 
位 ,因为 ,可 以 证 明 ， 任 何 满足 选择 公理 的 数学 世界 其 内 在 的 逻辑 
都 必定 是 古典 的 ， 即 (作为 直觉 主义 逻辑 法 则 的 补充 ) 排 中 律 在 其 
中 是 有 效 的 。- 有 逻辑 与 集合 论 概念 的 这 种 相互 作用 正 是 topos 理论 
的 特征 性 质 之 一 。 

topos 理论 为 数学 基 础 的 新 的 研究 一 一 把 逻辑 主义 、 直 沉 主 
义 和 形 式 主义 的 显著 特征 统一 起 来 一 一 所 提供 的 前 景 是 令 人 鼓舞 
的 ， 这 一 规划 现在 正 处 于 积极 的 发 展 之 中 。 

综 上 所 述 ， 逻 辑 学 看 来 确实 由 于 与 数学 的 结合 获得 了 新 的 生 
命 。 尽 管 文 首 所 引用 的 外 尔 的 断言 几乎 肯定 是 正确 的 ， 但 是 ， 逻 
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辑 在 企图 理解 数学 的 本 质 特性 方面 的 应 用 已 经 产生 了 辉煌 的 结 
果 ， 在 将 来 也 无 疑 会 继续 带 来 鼓舞 和 灵感 。 
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附录 岂 从 数学 到 哲学 


15 年 前 ， 华 帘 美 国 多 辑 学 家 王 浩 教授 曾 以 《从 数学 到 哲 学 》 
(KkFrom Mathematics to Philosophy》) 为 题写 下 了 一 部 数学 
哲学 的 专著 。 数 学 哲学 无 疑 属于 哲学 研究 的 范围 ， 但 与 一 般 哲学 
相 比 又 有 着 重要 的 区 别 。 与 王 浩 的 著作 不 同 ， 我 们 在 此 将 主要 讨 
论 数学 与 一 般 哲 学 的 联系 ， 并 希望 能 说 明 数学 对 于 哲学 研究 所 具 
有 的 重要 的 方法 论 和 认识 论 的 意义 。 

鉴于 论题 的 特殊 性 质 ， 下 面 将 采取 “案例 分 析 ” 的 方法 。 这 主 
要 是 ，@ 无 限 在 本 质 上 是 数 和 景 的 一 种 表现 ;@ 元 数学 与 元 哲学 ， 
@@ 从 数学 发 现 的 逻辑 到 科学 研究 纲领 方法 论 ;@@ 哲 学 的 “数学 化 "。 
不 难看 出 ， 这 些 论 题 本 身 也 具有 重要 的 意义 ， 但 是 ,从 整体 上 说 ， 
所 有 这 些 讨论 又 都 是 为 了 说 明 这 样 一 点 ， 哲学 家 们 可 以 而 且 应 当 
从 数学 中 吸取 丰富 的 思想 营养 。 


一 、 无 限 在 本 质 上 是 数 和 量 的 一 种 表现 


无 限 的 问题 在 哲学 研究 中 占有 特别 重要 的 地 位 ,因为 ,人 类 的 
一 切 认识 归 根 结 蒂 地 说 都 是 对 无 限 的 认识 。 然 而 ， 就 无 限 的 研究 
而 言 ， 关 键 之 一 却 在 于 必须 清楚 地 认识 无 限 的 “数学 性 质 ”。 

具体 地 说 ， 只 有 依靠 数学 ， 依 靠 数学 的 抽象 思维 ， 我 们 才能 
构造 出 纯粹 的 无 限 。 因 为 ， 第 一 ， 在 实践 活动 中 人 们 所 直接 接触 
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的 具 能 是 有 限 的 事物 和 现象 ， 因 此 ， 以 经 验 对 象 为 直接 原型 通过 
“直接 观念 化 ”所 生成 的 也 只 能 是 有 限 的 概念 ， 而 为 了 建立 无 限 
的 概念 ， 则 必须 依靠 思维 的 “自由 想象 "， 即 必须 在 一 定 程度 上 摆 
脱 “经 验 ” 的 束缚 。 例 如 ， 由 于 客观 条 件 的 限制 ， 对 物体 的 实际 分 
割 必然 具有 一 定 的 限制 ， 从 而 ,如 果 不 摆 脱 这 种 “经 验 ” 的 束缚 ,我 
们 就 不 能 断言 ,一 尺 之 极 ， 日 取 其 半 ， 万 世 不 竟 。? 第 二 ， 就 具体 
的 对 象 而 言 ,由 于 量 的 变化 (分 割 或 积累 ) 最 终 必 将 引起 质 的 改变 ， 
因此 ,单纯 的 由 有 限 到 无 限 的 量 的 变化 就 是 不 可 能 的 。 从 而 ,为 了 
建立 无 限 的 概念 ， 我 们 又 必须 完全 舍弃 质 的 问题 ， 而 单纯 从 量 的 
角度 去 进行 分 析 。 综 上 可 见 , 我 们 就 只 有 依靠 数学 ,依靠 数学 的 “ 自 
由 想象 ”, 才 能 为 无 限 建立 纯粹 的 模型 ， 并 以 此 为 依据 去 从 事 无 限 
的 研究 。 

值得 指出 的 是 ， 亚 里 士 多 德 早已 认识 到 了 无 限 的 “数学 性 
质 ”。 他 写 道 ; “无 限 在 本 质 上 是 数 和 量 的 一 种 表现 。”(《 物 理学 ,商务 
印 书馆 ，1982 年 ， 第 79 页 . ) 亚 里 士 多 德 并 借助 于 无 限 的 数学 模型 在 
历史 上 第 一 次 明确 地 提出 了 潜 无 限 与 实 无 限 的 区 分 。 按 照 亚 里 
士 多 德 的 说 法 ， 潜 无 限 就 是 “潜能 上 的 无 限 ”"， 即 是 把 无 限 看 成 一 
种 永远 处 于 生成 状态 中 的 过 程 ， 是 “此 外 永 有 ”， 实 无 限 则 是 “ 现 
实 的 无 限 ”， 即 是 把 无 限 看 成 相应 过 程 的 终结 ， 是 一 种 独立 存 在 
的 客体 ， 是 “此 外 全 无 >。 亚 里 士 多 德 指出 ， 只 有 潜能 上 的 无 限 ， 
而 无 现实 的 无 限 。 亚 里 士 多 德 的 这 一 断言 即 就 建立 在 关于 无 限 
“数学 本 质 ? 的 分 析 上 。 例 如 ， 亚 里 士 多 德 指出 ， 分 割 的 过 程 永远 
不 会 结束 ， 即 分 割 的 方向 上 可 以 小 过 任 一 已 知 量 ， 并 永远 有 更 小 
的 量 ， 因 此 ， 就 只 有 洪 无 限 意义 上 的 无 限 小 量 ， 类 似 地 ， 由 于 加 
的 过 程 可 以 一 直 继 续 下 去 ， 因 此 ， 也 就 只 有 洪 无 限 意义 上 的 无 限 
大 数 。 到 

自 亚 里 士 多 德 的 时 代 至 今 已 有 两 千 多 年 了 ， 人 们 对 于 无 限 的 
研究 自然 不 应 再 停留 在 亚 里 士 多 德 的 水 平 上 ， 然而 ,遗憾 的 是 , 现 


242 


代 的 哲学 工作 者 并 没有 注意 从 数学 的 发 展 中 吸取 必要 的 思想 武 
器 。 特 别 重 要 的 是 ,现代 数学 中 已 经 建立 了 多 层次 的 无 限 模型 ,这 
就 是 所 谓 的 超 穷 数 理论 。 例 如 ， 超 穷 序数 的 构造 是 这 样 的 


i sr 让 ee ao (这 是 第 一 个 超 穷 序数 ) 
《延伸 )〈 穷 竭 ) 


@+1 ，o+2 ，o+3 @+@ ( 即 ©.2), 


(延伸) ( 穷 场 ) 
oO*2+1， D2+2, O24+3, 0 Wr2+O (TT 03); 
(延伸)〈 穷 竟 ) 


显然 ， 这 就 为 无 限 的 研究 提供 了 一 种 新 的 思想 起 名， 从 而 ， 在 从 
事 诸如 时 间 与 空间 的 哲学 思考 时 ， ee 
传统 的 直线 型 模型 的 束缚 ， 而 利用 所 说 的 多 层次 的 无 限 模型 去 进 
行 新 的 思考 。 例 如 ， 如 果 把 时 间 想 象 成 一 种 具有 多 次 延伸 和 穷 竟 
过 程 的 对 象 , 而 不 是 比拟 为 一 条 既 没有 起 点 也 没有 终点 的 直线 ,我 
们 就 可 进而 考虑 “第 一 推动 "与 “世界 末日 ”的 问题 ， 类 似 地 ， 我 们 
也 可 研究 “ 宇 窗 的 边缘 ”及 其 它 的 有 关 问 题 ,( 当 然 , 对 于 所 说 的 “ 末 
日 "边缘 ?等 我 们 必须 作 正确 的 理解 :这 并 不 意味 着 绝对 的 完成 ， 
而 只 是 表明 了 相对 的 穷 竟 , 即 在 完成 的 同时 又 标志 着 新 的 [包含 了 
质变 的 ] 层 次 的 开始 。) 

综 上 所 述 ， 我 们 就 应 善于 利用 数学 的 模型 ， 特 别 是 现代 的 数 
学 理论 去 从 事 无 限 的 研究 。 


二 、 元 数学 和 元 哲学 


在 数学 的 各 个 分 支 中 ， 数 学 基础 由 于 其 特殊 的 性 质 与 哲学 有 
着 最 为 密切 的 联系 。 正 如 罗素 所 指出 的 ， 数 学 基础 即 是 下 述 方向 
止 的 研究 ,在 其 中 “我 们 不 问 从 我 们 开始 所 肯定 的 东西 能 定义 或 扒 
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演出 什么 ， 却 追问 我 们 的 出 发 点 能 从 什么 更 普遍 的 概念 与 原理 定 
义 或 推演 出 来 "， 从 而 ， 通 过 分 析 “ 所 肯定 的 基本 概念 和 命题 ,我 
们 “就 进入 了 愈 来 愈 高 的 抽象 和 逻辑 的 单纯 ”(k 数 学 哲学 导论 》， 商 务 
印 书馆 ，1982 年 ， 第 7 页 。)。 显 然 , 这 种 研究 与 一 般 的 哲学 研究 是 十 
分 相似 的 。 

正 因为 数学 基础 与 一 般 哲 学 研究 有 着 最 为 密切 的 联系 ， 前 者 
就 为 一 般 的 哲学 研究 提供 了 有 益 的 启示 和 重要 的 思想 武器 。 对 此 
可 以 首先 以 逻辑 主义 与 逻辑 实证 (经 验 ) 主 义 的 历史 联系 为 例 进行 
说 明 。 1 

如 所 知 ， 维 也 纳 学 派 兽 公开 声称 罗素 及 怀特 海 的 《数学 原理 》 
及 维特 根 斯 坦 的 《逻辑 哲学 论 》 是 逻辑 实证 主义 的 两 个 主要 思想 来 
源 。 就 逻辑 主义 对 于 逻辑 实证 主义 历史 形成 的 重要 性 而 言 , 我 们 并 
可 作出 如 下 的 具体 分 析 : 

笼统 地 说 ，《 数 学 原理 ? 即 是 关于 数学 基本 概念 及 原理 的 逻辑 
分 析 。 由 于 这 一 著作 清楚 地 表明 了 现代 逻辑 (逻辑 斯 蒂 ) 的 力量 , 特 
别 是 , 它 使 哲学 终于 能 够 看 到 :哪些 种 类 的 问题 是 可 以 解决 的 , 哪 
些 种 类 的 问题 由 于 超出 人 的 能 力 而 必须 放弃 ”, 因 此 ， 在 逻辑 实证 
主义 看 来 , 暂 学 的 根本 任务 就 在 于 从 事 语 言 的 逻辑 分 析 。 这 就 如 同 
维也纳 学 派 在 其 宣言 中 所 指出 的 : “哲学 工作 的 任务 在 于 澄清 问题 
和 论断 ,而 不 在 于 提出 特 不 的 “哲学 的 论断 ,这 种 澄清 的 方法 就 是 
逻辑 分 析 的 方法 。 关 于 这 种 方法 ， 罗 素 指出 : “通过 对 数学 的 批判 
考察 已 逐步 进入 哲学 ……。 我 相信 ， 它 代表 了 正如 爷 里 略 带 给 物理 
学 的 同样 的 进步 ”。(《 科 学 的 世界 概念 ， 维也纳 学 派 >， 载 《自然 科学 哲 
学 问题 》,1989 年 第 1 期 ， 第 19 页 .) 

作为 逻辑 分 析 方 法 与 实证 (经 验 ) 主 义 立 场 的 具体 结合 ， 逻 辑 
实证 主义 提出 了 两 类 陈述 的 区 分 : “一 类 陈述 是 经 验 科 学 的 陈 述 ， 
其 意义 可 以 通过 逻辑 分 析 ， 更 确切 地 说 ， 通 过 还 原 为 关于 经 验 所 
予 的 最 简单 陈述 来 确定 。 另 一 类 陈述 ， 即 上 面 提 到 的 那些 陈 述 ， 
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如 果 人 们 按照 形而上学 所 指 的 意义 来 理解 它们 的 话 ， 则 表明 是 无 
意义 的 。"( 同 上 ) 考 虑 到 逻辑 主义 的 基础 研究 正 是 一 种 化 归 主 义 的 
努力 ， 罗 素 等 关于 丑 论 的 解决 方案 一 一 分 支 类 型 论 一 一 则 就 建立 
在 有 意义 与 无 意义 的 陈述 的 严格 区 分 上 ， 我 们 也 就 可 以 更 清楚 地 
看 出 逻辑 主义 对 逻辑 实证 主义 的 重大 影响 。 

除 逻辑 主义 与 还 辑 实证 主义 的 历史 联系 外 ， 我 们 还 可 从 更 
为 一 般 的 角度 去 分 析 数 学 基础 研究 对 于 一 般 哲 学 研究 的 意义 。 例 
如 ， 特 别 重要 的 是 ， 正 是 通过 基础 研究 数学 家 们 逐步 发 展 起 了 一 
些 新 的 范畴 ， 如 数学 与 元 数学 ， 构 造 性 与 非 构 造 性 ,语法 与 语义 ， 
等 等 。 由 于 “ 范 团 是 区 分 过 程 中 的 一 些小 阶段 ， 即 认识 世界 的 过 程 
中 的 一 些小 阶段 ， 是 帮助 我 们 认识 和 掌握 自然 现象 之 网 的 网 上 纽 
结 ", 因 此 ， 这 也 就 为 认识 的 深化 提供 了 新 的 思想 武器 。 

为 了 更 清楚 地 说 明 问 题 ， 我 们 再 来 对 元 数学 与 元 哲学 的 问题 
作 一 分 析 ， 如 所 知 ， 所 谓 元 数学 笼统 地 说 就 是 以 数学 理论 为 整体 
性 对 象 去 从 事 数 学 的 研究 ， 即 如 研究 理论 的 相 容 性 、 完 备 性 等 。 由 
于 元 数学 的 研究 与 一 般 的 数学 研究 (个 别 命题 的 演绎 证 明 ) 相 比 达 
到 了 更 高 的 抽象 水 平 ， 因 此 就 产生 了 一 些 十 分 重要 的 结果 。 例 如 ， 
著名 的 哥 德 尔 不 完备 性 定理 就 是 这 样 的 一 个 例子 。 一 般 地 说 ， 元 
数学 “已 经 成 为 伟大 数学 家 族 的 一 名 正式 成 员 ”。 从 而 ,我 们 自然 也 
就 应 当 考 虑 这 样 的 问题 ， 能 否 将 元 数学 的 研究 思想 应 用 到 哲学 之 
中 ， 即 以 哲学 理论 为 整体 性 对 象 去 开展 元 哲学 的 研究 ? 

系统 地 开展 元 哲学 的 研究 当然 不 是 一 件 轻而易举 的 事 :但 是 ， 
作为 一 种 尝试 ， 在 此 可 以 列举 出 元 哲学 所 应 研究 的 一 些 问题 〈 当 
然 ， 这 并 非 是 一 张 完全 的 清单 ): 

(1) 指 明哲 学 研究 所 应 解决 的 主要 问题 。( 应 当 注意 ,这 些 问题 
的 具体 解答 属于 哲学 ， 而 不 属于 元 哲学 的 研究 范围 。) 

(2) 明确 指 出 哲学 研究 的 主要 困难 。( 类 似 地 ， 这 些 困难 的 具 
体 解决 也 属于 哲学 ， 而 不 属于 元 哲学 的 研究 范围 
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(3) 建 立 哲学 理论 的 评价 标准 , 即 说 明 一 个 “好 的 "哲学 理论 应 
满足 哪些 条 件 。 

(4) 对 哲学 研究 的 局 限 性 作出 分 析 。 

由 所 列举 的 问题 可 以 看 出 ， 通 常 的 哲学 研究 事实 上 已 经 包含 
了 (或 部 分 地 包含 了 ) 元 哲学 研究 的 内 容 ， 而 且 ， 具 体 的 哲学 研究 
在 很 大 程度 上 即 是 以 相应 的 元 哲学 思想 为 指导 而 进行 的 ,从 而 ,这 
也 就 十 分 清楚 地 表明 了 建立 元 哲学 理论 的 重要 性 和 必要 性 : 这 将 
促使 我 们 更 自觉 地 从 元 哲学 的 角度 去 考虑 问题 ， 从 而 使 哲学 研究 
达到 新 的 更 高 水 平 。@ 


三 、 从 数学 发 现 的 逻辑 到 科学 研究 纲领 方法 论 


正文 中 的 讨论 清楚 地 表明 了 一 般 的 科学 哲学 研究 (例如 , 波 普 
尔 与 库 恩 的 科学 哲学 思想 ) 对 于 数学 哲学 的 影响 ， 与 此 相反 ,数学 
哲学 对 于 一 般 的 科学 哲学 研究 也 有 着 一 定 的 启示 意义 。 下 面 即 以 
拉 卡 托 斯 科学 哲学 理论 的 发 展 为 例 对 此 进行 说 明 。 

如 前 所 述 ， 拉 卡 托 斯 早期 主要 从 事 数学 哲学 与 数学 方法 论 的 
研究 ， 自 60 年 代 中 期 起 则 转向 了 一 般 的 科学 哲学 ， 并 发 展 起 了 科 
学 研究 纲领 方法 论 这 一 重要 的 理论 。 费 耶 阿 本 德 曾 经 指出 ， 科 学 
研究 纲领 方法 论 可 以 看 成 对 波 普尔 的 证 伪 主 义 及 库 恩 的 科学 哲学 
理论 的 一 种 综合 。 («Criticism and the Growth of Knowledge» , 


Q@ 应当 提 及 的 是 ， 拉 卡 托 斯 曾 在 科学 斩 学 的 领域 内 就 如 何 开 展 元 科学 哲学 (元 
科学 方法 论 ) 的 研究 进行 过 有 益 的 探讨 。 对 此 可 参见 《科学 研究 纲领 方法 论 》, 第 二 章 。 
第 者 认为 ， 拉 卡 托 斯 之 所 以 能 做 到 这 样 一 点 , 即 是 由 于 他 曾 长 期 从 事 数 学 与 数学 怕 学 
的 研究 , 从 而 对 元 数学 的 研究 思想 及 其 重要 意义 有 着 消 楚 的 了 解 。 
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cd. 于， Lakatos & A. Musgrave， Cambridge， 1970 年 ， 第 211 页 .) 
上 述说 法 是 有 一 定 道理 的 但 是 ,任何 重要 理论 (无 论 科 学 的 理论 
或 哲学 的 理论 ) 的 发 展 又 必定 具有 自己 的 内 在 机 制 一 一 只 有 借助 
于 这 种 内 在 机 制 ， 外 部 的 成 分 才能 被 “消化 ”和 “吸收 ”， 并 转化 成 
理论 的 有 机 成 分 。 从 而 ， 在 此 也 就 应 当 考 虑 这 样 的 问题 : 什么 是 
科学 研究 纲领 方法 论 发 展 的 内 在 机 制 ? 

上 述 问题 的 提出 十 分 自然 ， 但 是 ， 在 很 长 时 期 内 却 未 能 得 到 
明确 的 解答 。 在 笔者 看 来 ， 这 主要 是 因为 ， 尽 管 国内 外 对 拉 卡 托 
斯 的 数学 哲学 与 科学 哲学 思想 都 曾 作 过 详细 的 研究 ， 但 却 缺 乏 对 
两 者 的 综合 考察 ， 而 事实 上 却 又 正 是 拉 卡 托 斯 先前 提倡 的 数学 发 
现 的 逻辑 为 科学 研究 纲领 方法 论 的 发 展 提 供 了 必要 的 概念 框架 。 
下 面 就 对 这 一 发 展 作 一 简要 的 分 析 。@ 

具体 地 说 ， 拉 卡 托 斯 关于 数学 发 现 逻 辑 的 研究 主要 是 围绕 所 
谓 的 “ 笛 卡 儿 一 欧 拉 猜 想 ? 的 历史 发 展 进行 的 (可 参见 第 6 章 )。 拉 
卡 托 斯 指出 ， 这 是 一 个 不 断 对 先前 所 提出 的 猜想 进行 反驳 并 加 以 
改进 的 过 程 。 对 文中 提 及 的 各 个 猜想 进行 比较 ， 容 易 看 出 ， 尽 管 
猜想 的 内 容 不 断 得 到 了 改进 ， 但 其 主要 结论 (在 “ 笛 卡 儿 一 欧 拉 猜 
想 ? 中 就 是 公式 三 + 玉 ~ 玉 =2) 却 保持 不 变 ， 而 只 是 在 原先 的 猜想 
中 并 入 了 新 的 前 提 。 由 于 前 提 ( 及 相应 的 引 理 ) 的 引入 就 是 为 了 排 
除 “ 反 常 *( 反 例 )， 因 此 ， 相 对 于 主要 的 结论 而 言 ， 所 说 的 引 理事 
实 上 就 起 了 一 种 “保护 带 * 的 作用 。 从 而 ,在 数学 发 现 的 逻辑 与 科学 
研究 纲领 方法 论 之 间 就 存在 如 下 的 对 应 关系 ， 

数学 ， 引 理 一 一 主要 结论 

科学 研究 纲领 ， 保护 带 一 一 硬 核 。 


@ 这 一 观点 是 由 笔者 在 论文 CGFrom the Logic of Mathematical Discovery to 
the Methodology of Scicntific Rescarch Programmes), 载 “Thc British ,Journal 
“or Philosophy of Science”) 中 首先 提出 的 。 
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其 次 ， 拉 卡 托 斯 所 谓 的 数学 发 现 逻 辑 即 是 指证 明 分 析 法 ， 其 
主要 功能 则 是 通过 引入 适当 的 前 提 消 除 直 接 指向 主要 结论 的 反 
例 , 拉 卡 托 斯 并 提出 了 如 下 的 “ 雇 误 反 传 原则 ”; “ 雇 误 应 当 由 素 村 
的 猜想 反 传 到 引 理 ， 由 定理 的 结论 反 传 到 它 的 前 提 。”(«Proofs and 
Refutations» ， 第 47 页 .) 另外 ， 拉 卡 托 斯 还 提出 了 以 下 的 重要 思想 : 
“重要 之 点 是 应 尽快 脱离 尝试 与 错误 (纠正 ) 的 阶段 ,很 快 进入 思想 “ 
实验 ,……” 这 也 就 是 说 , “如果 我 们 获得 了 一 个 已 被 某 一 反例 所 驶 
斥 的 猜想 ， 我 们 应 把 这 一 反 钢 置 于 一 边 ， 而 努力 用 思想 实验 去 对 
猜想 进行 检验 ， 我 们 可 能 会 发 现 某 个 证 明 ， 从 而 超出 党 试 与 错误 
纠正 的 阶段 而 转向 证 明和 反 驶 的 方法 。”( 同上 ， 第 74、75 页 . )( 为 方 
便 计 ， 我 们 将 把 后 一 原则 简称 为 “基本 原则 ”。) 容 易 看 出 ， 上 述 的 
两 个 原则 与 科学 研究 纲领 方法 论 中 的 反面 启发 法 与 正面 启发 法 是 
直接 相对 应 的 。 

第 三 ， 作 为 证 明 分 析 法 的 对 立 面 ， 拉 卡 托 斯 还 曾 提 及 数学 中 
用 到 的 其 它 一 些 方法 :尽管 这 些 方法 在 形式 上 也 可 用 以 排除 反例 ， 
但 无 论 是 所 谓 的 “怪物 排除 法 ?或 “例外 排除 法 ?都 不 可 能 导致 真正 
的 进步 ， 因 为 它们 或 者 是 一 种 语言 的 把 戏 ， 或 者 是 一 种 ”约定 主 
义 ? 的 策略 ( 即 都 属于 波 普尔 所 说 的 “ 特 设 假设 ") 。 从 而 ， 就 数学 
方法 论 而 言 ， 就 有 “ 较 好 的 方法 "与 “ 较 差 的 方法 ?的 区 分 ， 而 这 显 
然 是 与 科学 研究 纲领 方法 论 中 所 谓 的 “进步 的 问题 转换 ”与 “说 化 
的 问题 转换 ”相对 应 的 。 

纤 上 所 述 ， 在 拉 卡 托 斯 数学 发 现 的 逻辑 与 科学 研究 纲领 方法 
论 之 间 就 存在 如 下 的 对 应 关系 ( 见 下 页 ) 。 

由 此 可 见 、 正 是 数学 发 现 的 逻辑 为 科学 研究 纲领 方法 论 的 发 
展 提供 了 必要 的 概念 框架 ， 而 这 也 就 清楚 地 表明 了 数学 哲学 对 于 
一 般 科 学 哲学 研究 所 可 能 具有 的 重要 意义 。 
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基本 成 分 启发 法 不 同 的 方法 论 


数学 发 现 的 和 可 
上 引 ” 理 | 下 到 误 反 传 原则 | 。 /| 证 明 分 析 法 ] 
二 | 
| 主要 结论 [| | 基本 原则 | | 站 径 生 拓 除法 | ， 
一 | 例外 排除 法 
a | 


ED3| [反而 启发 法 | [| 进步 的 问 曙 转换 
硬 杭 ] 正面 四 发 法 ] | 晓 化 的 问题 转换 


四 、 哲 学 的 “数学 化 " 


数学 化 是 现代 科学 发 展 的 一 个 重要 特点 ， 在 这 样 的 形 势 下 ， 
人 们 自然 也 就 会 考虑 哲学 能 否 数 学 化 的 问题 。 笔 者 在 此 并 不 企图 
对 这 一 问题 作出 绝对 肯定 或 绝对 否定 的 解答 ， 而 只 是 希望 对 哲学 
“数学 化 ”的 含义 及 其 局 限 性 的 问题 作出 初步 的 分 析 。 

1。 哲学 “数学 化 ”的 含义 

与 科学 的 数学 化 一 样 ， 笔 者 认为 ， 哲 学 的 数学 化 主要 也 是 就 
方法 论 而 言 的 ， 即 是 指 能 否 像 搞 数学 那样 去 从 事 哲 学 的 研究 。 应 
当 指 出 的 是 ， 如 果 采 取 上 述 理解 的 话 ， 哲 学 的 数学 化 事 实 上 并 
非 一 个 全 新 的 思想 ， 因 为 ， 近 代 的 一 些 哲学 家 ， 特 别 是 稍 卡 儿 与 
莱 布 尼 效 ， 早 已 明确 地 提出 了 这 样 的 思想 ， 并 曾 进 行 了 有 益 的 党 
试 。 

例如 ， 作 为 近代 第 一 位 杰出 的 哲学 家 ， 笛 卡 儿 就 特别 重视 方 
法 论 的 问题 ， 他 并 认为 只 有 数学 的 方法 一 一 公理 化 方法 一 一 才 是 
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真正 可 靠 的 。 从 而 ， 在 笛 卡 儿 看 来 ， 我 们 就 应 将 这 一 方法 应 用 到 
哲学 、 物 理学 、 天 文学 等 一 切 领域 。 具 体 地 说 ， 笛 卡 儿 认为 ， 正 
确 的 认识 过 程 应 是 这 样 的 ， 直觉 是 认识 的 出 发 点 ， 即 我 们 首先 应 
和 凭借 直觉 去 获得 “自明 ”的 真理 ， 这 就 是 所 谓 的 公理 ( 从 而 ， 公 理 
中 所 涉及 的 概念 就 应 当 是 “清楚 的 ”, 并 可 明确 地 加 以 区 分 ) ;其 次 ， 
我 们 则 应 单纯 凭借 逻辑 演绎 由 简单 到 复杂 、 由 原因 到 结果 地 去 发 
展 我 们 的 认识 ， 直 至 “获得 关于 整个 字 窗 的 完美 认识 ,并 达到 最 高 
度 的 智慧 ”. 

按照 这 样 的 方法 论 原则 , 笛 卡 儿 逐 步 建立 了 自己 的 哲学 体系 。 
首先 ， 从 普遍 怀疑 的 前 提出 发 ， 笛 卡 儿 引 出 了 自己 的 第 一 条 哲学 
公理 :我 四 故我 在 ， 即 认为 必须 肯定 以 “思维 ?为 属性 的 ″ 精神 实 
体 "的 独立 存在 性 ， 另 外 ， 笛 卡 儿 认 为 同样 “自明 的 ?还 有 如 下 的 
几 条 公理 : 每 一 现象 必 有 原因 ， 结果 不 能 大 于 它 的 原因 ， 心中 本 
来 就 有 完美 、 空 间 、 时 间 和 运动 的 观念 等 。 其 次 ， 笛 卡 儿 由 上 述 
公理 出 发 进行 了 演绎 。 例 如 ， 由 于 完美 的 观念 不 能 从 人 的 不 完美 
的 心中 推导 或 创造 出 来 ， 它 只 能 从 一 个 完美 的 东西 得 到 ， 因 此 ， 
笛 卡 儿 推 论 道 ， 上 帝 是 存在 的 ， 另 外 ， 由 于 思维 中 具有 外 部 世界 
的 观念 而 上 帝 是 不 会 欺骗 我 们 的 ， 因 此 ， 笛 卡 儿 又 得 出 了 这 样 
的 推论 : 外 部 世界 也 是 存在 的 。 这 样 ， 箔 卡 儿 就 逐步 地 建立 了 自 
已 的 二 元 论 哲学 。 由 于 这 一 哲学 正 是 应 用 数学 的 公理 化 方法 从 事 
研究 的 结果 ， 因 此 ， 在 所 说 的 意义 上 ， 这 也 就 可 以 说 是 一 种 ” 数 
学 化 了 的 ?哲学 。 

莱 布 尼 兹 所 考虑 的 主要 是 如 何 实现 思维 演算 化 的 问题 ,为 此 ， 
他 提出 了 发 展 通用 语言 和 通用 代数 的 思想 。 首 先 ， 如 果 能 对 人 类 
的 全 部 思想 进行 综合 分 析 ， 并 把 它 化 归 成 最 简单 的 概念 ,那么 ,只 
要 设计 出 适当 的 符号 来 表示 这 些 基 本 概念 及 其 相互 关系 ， 我 们 就 
可 获得 一 种 同时 具有 简单 性 和 严密 性 的 符号 语言 : 由 于 这 种 语言 
克服 了 各 种 已 有 的 自然 语言 的 丙 病 (不 规则 性 、 含 糊 性 等 ), 因 此 ， 
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这 就 是 一 种 理想 的 、 世 界 性 的 公共 语言 , 即 是 所 谓 的 “通用 语言 "。 
其 次 ， 正 由 于 在 通用 语言 中 实现 了 彻底 的 符号 化 ， 其 中 的 推理 过 
程 就 将 表现 为 符号 (序列 ) 的 变形 ， 因 此 ， 只 要 对 这 种 变形 作出 明 
确 的 规定 ， 我 们 就 可 按照 这 些 规定 机 械 地 去 进行 推理 ， 即 如 人 们 
在 代数 运算 中 按照 明确 的 法 则 对 代数 式 进行 演算 一 样 。 从 而 ， 我 
们 最 终 所 获得 的 就 不 仅 是 一 种 “通用 语言 "， 而 且 是 一 种 通用 代 
数 "一 一 在 这 种 符号 语言 中 ,思维 被 “演算 化 ?了 。 

如 所 知 ， 莱 布 尼 兹 的 上 述 思想 为 逻辑 科学 由 传统 逻辑 向 数理 
罗 辑 的 发 展商 定 了 基础 ， 并 最 终 导致 了 逻辑 的 “数学 化 "另外 ,就 
哲学 的 数学 化 而 言 ， 莱 布 尼 兹 的 工作 则 事实 上 体现 了 进一步 的 研 
究 方向 :符号 化 和 演算 化 。 

综 上 可 见 ， 哲 学 的 数学 化 就 是 一 个 传统 的 研究 课题 ， 并 已 产 
生 了 一 些 重要 的 结果 ， 因 此 ， 这 就 是 一 个 有 意义 的 研究 方向 。 

2。 哲学 数学 化 的 局 限 性 

哲学 的 数学 化 是 否 有 其 不 可 和 逾越 的 界限 ? 显然 ， 与 辩证 逻辑 
的 数学 化 问题 一 样 ， 在 此 我 们 也 突出 地 遇 到 了 精确 与 模糊 、 以 及 
相 容 与 不 相 容 的 对 立 一 -在 一 些 人 看 来 ， 这 种 对 立 就 构成 了 哲学 
(及 辩证 逻辑 ) 数 学 化 的 绝对 的 界限 。 

笔者 认为 ， 由 于 数学 对 象 是 借助 明确 的 定义 逻辑 地 得 到 构造 
的 ， 数 学 理论 又 是 演绎 地 开展 的 ， 因 此 ， 精 确 性 确实 是 数学 的 一 
个 基本 特性 。 但 是 ， 这 种 精确 的 特性 并 不 意味 着 数学 的 方法 只 能 
应 用 于 精确 的 事物 和 现象 ， 恰 怡 相反 ， 模 糊 数学 的 现代 发 展 已 经 
证 明了 数学 的 方法 也 可 适用 于 模糊 的 事物 和 现象 。 

就 模糊 数学 及 其 应 用 而 言 ， 应 当 强调 的 是 ， 第 一 ， 模 糊 数学 
就 其 本 身 而 言 仍然 是 一 种 精确 的 数学 理论 ， 第 二 ， 模 糊 数学 的 应 
用 是 一 种 近似 的 应 用 ， 即 其 中 包含 有 一 定 的 模糊 成 分 。 例 如， 就 
模糊 推理 而 言 ， 其 中 的 演算 过 程 (利用 模糊 关系 的 合成 去 求 得 关 
系 赋值 方程 的 解 ) 就 完全 是 精确 的 ， 但 是 ， 这 种 演算 又 是 以 对 象 
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《前 提 或 事实 ) 的 “数量 化 ?为 前 提 的 ， 即 建立 在 所 谓 的 “语义 分 析 ? 
之 上 ， 最 终 则 又 必须 通过 “语言 近似 ?去 引出 相应 的 ( 近似 ) 结 论 ， 
从 耐 ， 整 个 推理 过 程 ( 见 下 图 ) 就 包含 有 一 定 的 模糊 成 分 。® 


国 数量 化 
前 所 | 关系 赋值 方程 | 
a 


| 合成 规则 


Ye 
[ems | 一 电 训 吉 所 | 和 | 


从 而 ， 既 精确 又 不 十 分 精确 就 是 模糊 推理 的 主要 特点 。 
由 此 可 见 ， 精 确 与 模糊 的 对 立 并 不 能 被 看 成 有 关 学 科 ( 哲 学 、 
有 还 辑 等 ) 数 学 化 的 绝对 界限 ; 另外， 数学 在 模糊 领域 内 的 应 用 又 
只 是 相对 的 ， 从 而 ， 有 关 学 科 的 绝对 的 数学 化 也 就 是 不 可 能 的 。 
其 次 ， 就 相 容 性 问题 而 言 ， 笔 者 愿意 指出 ， 第 一 ， 相 容 性 并 
非 数 学 理论 的 必要 条 件 。 因 为 ， 历 史上 就 兽 存 在 有 这 样 的 数学 理 
论 ， 如 素 朴 的 微 积分 理论 及 素 朴 集合 论 等 ， 它 们 中 包含 有 了 矛盾， 
但 却 并 非 是 无 意义 的 而且， 现代 的 一 些 数学 家 和 逻辑 学 家 又 已 
更 为 明确 地 提出 了 这 样 的 思想 : “我们 应 当 接受 眉 论 ， 学 会 同 眉 论 
一 起 相处 得 很 好 ”， 他 们 并 积极 从 事 了 发 展 各 种 不 相 容 系 统 的 尝 
试 。 第 二 ， 正 如 各 种 不 协调 逻辑 的 研究 所 已 表明 的 ， 否 认 相 容 性 
为 数学 (及 逻辑 ) 理 论 的 必要 条 件 并 不 意味 着 可 以 任凭 迟 论 ”泛滥 
成 灾 ”, 而 只 是 指 我 们 应 在 一 定 程度 上 容忍 矛盾 。 特 殊 地 ， 就 不 协 
调 逻 辑 的 研究 而 言 ， 也 就 是 要 建立 这 样 的 逻辑 系统 ， 其 中 包含 有 
矛盾 ， 但 又 不 会 导致 理论 的 崩溃 。 不 协调 逻辑 的 创建 者 之 一 雷 葡 
尔 和 布 兰 登 并 曾 对 这 一 立场 的 合理 性 作 了 如 下 的 说 明 ， 认 识 活动 
的 目标 在 于 不 断 扩大 知识 的 范围 以 获得 更 多 的 真理 ， 而 并 非 唯一 


@ ”对 此 例如 可 参见 郑 策 信 :《 现 代 带 辑 的 发 展 》, 辽 宁 教育 出 版 社 ，1989 年 ,第 十 
章 。 
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地 为 了 排除 错误 ， 因 此 ， 我 们 就 应 在 认识 的 广度 与 可 靠 性 程度 这 
两 者 之 间 保持 适当 的 平衡 。 这 也 就 是 说 ， 我 们 不 应 把 相 容 性 看 成 
认识 活动 的 全 部 和 最 终 的 要 求 ， 而 只 能 把 它 看 成 认识 活动 诸 要 素 
中 的 一 个 。 第 三 ， 尽 管 新 的 研究 仍然 处 于 尝试 阶段 ， 但 已 表现 出 
了 明显 的 意义 。 例 如 , 不 协调 逻辑 的 研究 就 是 一 个 典型 的 例子 。@ 

. 由 此 可 见 ， 相 容 与 不 相 容 的 对 立 也 并 非 有 关 学 科 数 学 化 的 绝 
对 界限 。 

综 上 所 述 ， 由 于 数学 主要 是 在 形式 逻辑 的 范畴 内 活动 的 ， 因 
此 ， 哲 学 在 绝对 意义 上 的 数学 化 就 是 不 可 能 的 ， 但 是 ， 在 此 又 并 
不 存在 任何 绝对 的 界限 ， 即 所 说 的 局 限 性 是 可 以 相对 地 予以 突破 
的 。 


@ 可 参见 郑 簿 信 :《 现 代 还 辑 的 发 展 >， 第 十 一 娠 。 
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附录 IV 数学 启发 法 的 主要 内 容 | 


一 、“ 怎 样 解 题 ” 表 


fF 弄 清 问题 
未 知 数 是 什么 ? 已 知 数据 是 什么 ? 条 件 是 什 
第 一 ， 你 必须 “人 么 ?满足 条 件 是 否 可 能 ?要 确定 未 知 数 ， 条 件 是 否 
弄 清 问题 “充分 ? 或 者 它 是 否 不 充分 ? 或 者 是 多 余 的 ? 或 者 
是 矛盾 的 ? 
| 画 张 图 ? 引入 适当 的 符号 。 
把 条 件 的 各 个 部 分 分 开 。 你 能 否 把 它们 写 下 
来 ? 


拟定 计划 

你 以 前 见 过 它 吗 ? 你 是 否 见 过 相同 的 问题 而 
形式 稍 有 不 同 ? 

你 是 否 知 道 与 此 有 关 的 问题 ? 你 是 否 知道 一 
个 可 能 用 得 上 的 定理 ? 

看 着 未 知 数 ! 试想 出 一 个 具有 相同 未 知 数 或 
相似 未 知 数 的 熟悉 的 问题 。 

这 里 有 一 个 与 你 现在 的 问题 有 关 ， 且 早已 解 
决 的 问题 。 

你 能 不 能 利用 它 ? 你 能 利用 它 的 结果 则 ? 你 
施 利 用 它 的 方法 吗 ? 为 了 能 利用 它 ， 你 是 否 应 该 


第 二 ， 找 出 | 引入 某 些 辅助 元 素 ? 
己 知 数 与 未 知 数 | ”你 能 不 能 重新 叙述 这 个 问题 ? 你 能 不 能 用 不 同 的 


之 间 的 联系 。 | 方法 重新 叙述 它 ? 
如 果 找 不 出 回 到 定义 去 。 
直接 的 联系 ， 你 | 如 果 你 不 能 解决 所 提出 的 问题 ， 可 先 解决 一 个 与 


机 此 有 关 的 问题 、 你 能 不 能 想 出 一 个 更 容易 着 手 的 有 关 
可 能 不 得 不 考虑 | 问题 ? 一 个 更 普遍 的 问题 ? 一 个 更 特殊 的 问题 ? 一 个 
辅助 问题 。 | 类 比 的 问题 ? 你 能 否 解决 这 个 问题 的 一 部 分 ? 仅仅 保 

你 最 终 得 出 | 持 条 件 的 一 部 分 而 含 去 其 余部 分 ， 这 样 对 于 未 知 数 能 
一 个 求解 的 计划 | 确定 到 什么 程度 ? 它 会 怎样 变化 ? 你 能 不 能 从 已 知 数 
， | 据 导出 某 些 有 用 的 东西 ? 你 能 不 能 想 出 适 于 确定 未 知 
数 的 其 它 数据 ? 如 果 需 要 的 话 ， 你 能 不 能 改变 未 知 数 
或 数据 ， 或 者 二 者 都 改变 ， 以 使 新 未 知 数 和 新 数据 彼 
| 此 更 接近 ? 

你 是 否 利用 了 记 有 的 已 知 数据 ? 你 是 否 利用 了 整 
个 条 件 ? 你 是 否 考虑 了 包含 在 问题 中 的 所 有 必要 的 概 


念 ? 
{ 实现 计划 
第 三 ， 实 现 | ”实现 你 的 求解 计划 ， 检 验 每 一 步 又 。 
你 的 计划 | 你 能 否 清楚 地 看 出 这 一 步骤 是 正确 的 ? 你 能 否 证 


\ 明 这 一 步骤 是 正确 的 ? 


顾 
你 能 否 检验 这 个 论证 ? 你 能 否 用 别 的 方法 导出 这 
第 四 ， 验 算 ， 个 结果 ? 你 能 不 能 一 下 子 看 出 它 来 ? 
所 得 到 的 解 。 ”| “你 能 不 能 把 这 结果 或 方法 用 于 其 他 的 问题 。 
\ 《 原 载 于 《怎样 解 题 》》 
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二 发现 的 规则 


合理 性 ” 绝 不 要 做 违反 你 的 感觉 的 事 ， 但 也 应 当 不 带 任何 偏 
见地 去 查看 那些 支持 你 的 计划 或 反对 你 的 计划 的 种 种 说 得 清楚 的 
理由 。 

经 济 ， 但 不 预 加 限制 ” 尽 可 能 离 题 近 些 。 要 做 好 情况 要 求 我 
们 走 多 远 就 走 多 远 的 准备 。 

坚持 ， 但 有 变化 ”要 紧 紧 抓 住 已 考查 过 的 点 子 不 放 ， 直 到 找 
到 了 某 些 有 用 的 启示 为 止 。 但 也 要 努力 去 考查 某 些 还 没有 被 开发 
过 的 土地 ， 并 从 中 抓 住 某 些 有 用 的 启示 。 

择优 规则 

困难 少 的 应 先 于 困难 多 的 。 

较 熟 悉 的 应 先 于 不 怎么 熟悉 的 。 

与 问题 有 较 多 共同 点 的 条 款 应 先 于 与 问题 有 较 少 共同 点 的 条 
款 。 

整体 应 先 于 部 分 ， 主 要 部 分 应 先 于 其 它 部 分 ， 较 近 的 部 分 应 
先 于 较 远 的 部 分 。 

在 以 前 解 过 的 问题 中 ， 与 现在 的 问题 有 同一 类 型 未 知 量 的 问 
题 , 应 先 于 其 它 的 解 过 的 问题 。 

与 现在 要 证 明 的 定理 有 同样 结论 的 过 去 已 证 明 过 的 定理 应 先 
于 其 它 的 已 证 明 过 的 定理 。 

与 所 提问 题 等 价 的 问题 应 先 于 那些 较 强 的 或 较 弱 的 问题 ， 而 
后 者 又 先 于 其 余 的 问题 。 或 双 侧 变形 的 应 先 于 单 侧 变 形 ， 单 侧 变 
形 又 应 先 于 联系 更 松散 的 变形 。 

对 所 有 这 些 择优 规则 ， 我 们 心里 都 要 加 上 一 句 话 ， 如 果 其 他 
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过 程 


/7 
特殊 化 人 
、\ 


pa 
一 般 化 人 


( 原 载 于 《数学 的 发 现 》) 


三 、 梅 本 的 解 题 模式 

阶段 。。” 要 点 过 各 状态 

所 知道 的 
/进入 所 希望 的 开始 
/ 引进， 进入 
| 和 | 区 抽动 豚 唐 

入 的 

SW 和 过 狂 测 继续 

可 能 是 
为 什么 ? 检验 。 .洞察 
Si 全 
R 顾 扩展， 沉思 


《 原 载 于 《Thinking Mathematically》) 


